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LOS SIGNOS DE LA LOGICA PROPOSICIO-
NAL
Variables proposicionales:
Simbolos auxiliares:
Conectivas o constantes légicas:
Tablas de verdad de cualquier féormulas
{COMO FORMALIZAR EN LA LOGICA
PROPOSICIONAL CUALQUIER EXPRESION
DEL LENGUAJE NATURAL?
TAUTOLOGIA, CONTRADICCION E INDE-
TERMINACION

LEYES DE LA LOGICA PROPOSICIONAL
Practico 1

1.1 LOS SIGNOS DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Definicion 1.1

La l6gica es la ciencia que estudia los principios y métodos para distinguir un razonamiento
correcto de otro incorrecto. Pero, como la mayoria de las personas se preguntan (incluido yo)
¢, lalégica sirve para algo? esto es contestado por Leibniz de la siguiente manera:

Yo sostengo que la 16gica es uno de los inventos mds bellos del espiritu humano. Es como una
especie de lenguaje universal, inteligible para todo el mundo. Por eso, cuando los hombres
han de tomar, solos o en grupo, decisiones importantes, le serviria de gran utilidad el uso de la
l6gica para evitar dejarse llevar por embaucadores y vendedores de baratijas.

1.1.1 Variables proposicionales:

Para simbdlizar las proposiciones simples se utilizan las letras mindsculas del alfabeto a partir
dela p(q,s,t,u,a,b,c,...)Estas letras se denominan variables propocionales porque se utilizan
para representar cualquier proposicion del lenguaje natural.Por ejempo: la proposicién simple
los gatos son mamiferos se simbdliza con la letra p. Y la proposicién comlepleja y los gatos
son mamimeferos y le gustan los ratones , simbdlizamos con las letras p y g. Advertimos que
cualquier proposicién simple obien es verdadera, o bien es falsa pero las dos a la vez. Este es
el principio de bivalencia una proposicién simple solo puede tener dos valores de verdad, o es
verdadera o es falsa.
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p ——® cualquier proposicion

l —»  verdadera

0 —» falsa

Simbolos auxiliares:

En 16gica se utilizan paréntesis, corchetes y llaves para agrupar ordenadamente las proposiciones.

O 0. {1

Conectivas o constantes légicas:

Se denominan conectivas a aquellos signos 16gicos que sirven para unir a las proposiciones entre si.
Las conectivas que manejaremos son las siguientes:

Negador (~)

~ ... se lee no
~ p...selee nop
~q... se lee no q

Las expresiones siguientes: No podremos ir de excursion a Bariloche , Pedro ni siquiera me escuchd,
las simbolizamos ~ p.

El negador es aquella conectiva que al aplicarse a una proposicién cualquiera, sea simple o
compleja, la convierte en falsa si es verdadera y en verdadera si es falsa.

p|~p
1 0
0 1

Conjuntor (A):

A...seleey

pAg..seleepyq
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Ejemplo 1.1

Las expresiones siguientes: Hoy estamos alegres y nos iremos a bailar , Pedro es buena
persona, aunque deberia ducharse mds, El sol se nublo, pero seguimos caminando, las
simbolizamos en l6gica proposicional p A g.

El conjuntor es aquella conectiva que sélo es verdadera si las dos proposiciones que une son
ambas verdaderas, y que es falsa en los demds casos.

=>Tabla de verdad del conjuntor: ( Las combinaciones posibles de los valores de verdad de 2
proposiciones (p,q), cada una de las cuales puede ser verdadera o falsa, son cuatro: que las dos sean
verdaderas, que una sea verdadera y la otra falsa, que una sea falsa y la otra verdadera, y que las dos
sean falsas. Para un nimero 'n’ de proposiciones las combinaciones de sus valores de verdad serdn
2" )

P q|Phg
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 O 0
Pla|r|phg| (pPAgAr
111 1 1
1111]0 1 0
11071 0 0
110]0 0 0
011 0 0
0(1]0 0 0
0101 0 0
0(0]0 0 0
~ pAgq....seleeno py g,y su tabla de verdad seria:
P q|~p|~p/\qg
1 1| 0 0
1 0] O 0
0 1 1 1
0 0] 1 0

PA ~q.... se lee p y no g, y su tabla de verdad es:
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P q|~q|pAN~gq
1 1 0 0
1 O 1 1
0 1 0 0
0 O 1 0

~ pA~gq...seleeno pynogq,y sutabla de verdad es:

Disyuntor (V):
V...seleeo
pVgq..seleepog

Ejemplo 1.2
D |

voy al cine, Tal vez escuche esa cancion o tal vez
pVaq.

Definicion 1.2
El disyuntor es aquella conectiva que sélo es falsa
falsas, y verdadera en los demads casos.

La tabla de verdad del disyuntor es:

P q|~p|~q|~pAN~q
1 1| 0 0 0
1 0| O 1 0
0 1 1 0 0
0 0] 1 1 1

Las expresiones siguientes: Pedro vendrd el lunes o el martes, O bien me quedo en casa o bien

me vaya a pasear al rio , las simbolizamos

si las dos proposiciones que une son ambas

P 49 |pPVgq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
0 0 0
~ pVgq....seleeno pogq,y sutabla de verdad es:
P q|~p|~pVq
1 1] 0 1
1 0| O 0
0 1 1 1
0 0| 1 1
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~ pVgq....selee no p o g,y su tabla de verdad es:

p q|~p|~pVq
1 1| 0 1
1 0] O 0
0 1 1 1
0 0| 1 1

~ (~pVq).... se leeno es cierto que no p o g, y su tabla de verdad es:

p q|~p|~pVg|~(~pVq)
1 1] 0 1 0
1 0] 0 0 1
0 1] 1 1 0
0 0 1 1 0

~ (pAq)V ~ p.... se lee no es cierto que p'y g 0 no p, y su tabla de verdad es:

Condicional (— 6 =):

— se lee si..., entonces...

p q|lpAqg|~(pAq) |~p|~(pAgV~p
1 1] 1 0 0
1 0| 0 1 0 1
0 1| 0 1 1 1
0 0| 0 1 1 1

p—q...seleesi p,entonces q (p es el antecedente, y g es el consecuente)

Ejemplo 1.3

Las expresiones si llueve, las calles se mojan, si vienes maiiana, iremos a la casa de Luis, Si
supieras lo que me ha dicho Pedro, quedaria perplejo, las simbdlizamos como p — q.

El condicional es aquella conectiva que solo es falsa cuando, siendo el antecedente verda-
dero, el consecuente sea falso, y verdadera en los demés casos. Llamamos antecedente del
condicional a la proposicion que se halla a su izquierda, y consecuente a la que esta a su

derecha.

La tabla de verdad del condicional es:
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P q9|pP—q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Ejemplos:~ p — g ... se lee si no p, entonces q ,y su tabla de verdad es

p ~p q|~p—(q

0o 1 1 1

o 1 0 1

1 0 1 1

1 0 0 0

Otro Ejemplo

P g ~q p—=~q|~(p—~q)
1 1 0 0 1
1 0 1 1 0
01 0 1 0
0 0 1 1 0

Bicondicional(«):
— ... se lee sdlo si....

p 4> q.... se lee p solo si g o solo si p, entonces q

Ejemplo 1.4
A |

Las expresiones Solo si llueve , me quedaré en casa, Solo en el caso que sepas la primer
pregunta bebérias responder la segunda, te contestaré solo si tu respuesta me satisface, las
simbolizamos p < g.

Definicién 1.3
El bicondicional es aquella conectiva que sélo es verdadera si las dos proposiciones unidas por
ella tienen ambas el mismo valor de verdad, es decir,son ambas verdaderas o falsas a la vez.

P q9|Pq
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Ejemplo:

p <>~ g selee Solo si p, entonces no g o también p sélo si no q y su tabla de valores es:

P 9 ~q|pP~q
1 1 0 0
1 0 O 1
0 1 O 1
0 0 1 0

1.1.4 Tablas de verdad de cualquier formulas

Para hallar la tabla de verdad de cualquier férmula hay que dar los siguientes pasos:

1. En primer lugar, se asignan los valores 1y0 a las proposiciones simples que componen la
férmula, combinando de todos los modos posibles tales valores.Recordemos que para una
férmula con dos proposiciones distintas, las combinaciones posibles de sus valores de verdad

2
son 2° =4

S O = =T
S = O =R

Para una férmula con tres proposiciones distintas, las combinaciones posibles de sus valores de
verdad son 2° = 8. Con cuatro proposiciones son 2* = 16. Etc.

oo o=~k = =l
C O = =0 o ==
= R N =] B

) O O = = = = O OO O = ===
S =m0 O = =00 = =0 O~~~

N ] =l i R N G
o —lo— o ~lOo—~ 0O =0~ o —]|x
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El modo mads fécil de combinar los valores de verdad de las proposiciones que integran
cualquier férmula, consiste en asignarle a la primera proposicion por orden alfabético la mitad
de 1 y la mitad de 0. A la siguiente proposicion, la mitad de la mitad de 1, la mitad de la mitad
de 0, hasta completar el nimero de las combinaciones que admita la férmula Y a la dltima
proposicién de la féormula siempre se le asignard 1 y O alternativamente hasta completar las
combinaciones posibles de la férmula.

Y en segundo lugar, se hallan los valores de verdad de las conectivas existentes en la férmula,
empezando por las menos dominantes (es decir, por las que afectan a menor parte de la
férmula) y terminando por la conectiva dominante (es decir, por aquella que afecta a toda la
férmula y cuya tabla de verdad, por tanto, serd la tabla de verdad de la férmula completa).

Tabla de verdad de la formula: ~ p — (rA ~ g) se lee Si no p, entonces r y no g. La conectiva
dominante es el — .

—~

~q rA~q ~p|~p—=(rA~q)

S O = =IO O = =R

r
1
0
1
0
1
0
1
0

—_— = = O OO O

(=N eNeNel iy B
—_—— O Ol= = O O
S = O O|lOo = O O
O = O Ol = = = =

1.1.5 ¢COMO FORMALIZAR EN LA LOGICA PROPOSICIONAL CUALQUIER EXPRESION DEL
LENGUAJE NATURAL?

Formalizar una expresion del lenguaje natural consiste en destacar la forma en que se relacionan las
proposiciones de esa expresion, prescindiendo del contenido o significado de éstas. Dicho de otro
modo: consiste en traducir al lenguaje artificial de la l6gica las expresiones del lenguaje natural.

Ejemplo 1.5

D |
(@ La comida no le supo bien: ~ p

(@ Maiiana es sdbado y nos iremos a la playa: p A g

® Aunque ti no me quieras, yo te amo: ~ p Aq.

@ O bien te lo comes o no verds la tele: pV ~ ¢

® O lo recoges todo o no vas de excursién y no te regalo el vestido:p V (~ gA ~ r)

® Si vienes, no te lo olvides en casa: p —~ q.

@ Si no estuvo aqui el asesino, entonces no llegé a verlo o lo supo demasiado tarde:
~p—(~qVr)




1.1 LOS SIGNOS DE LA LOGICA PROPOSICIONAL 15

No por mucho madrugar amanece mas temprano: ~ (p — q)

© Sdlo si baja la Bolsa 15 puntos, deberds vender el 10% de las acciones de la empresa y
no comunicarlo al Consejo: p > (gA ~ ).

Sélo en el caso de que no sepas hacer el dibujo y haya dos preguntas en la 2da casilla
del examen, deberds contestar inicamente a la primera de ellas: (~ pAgq) <> r

@ Si Pedro sabe hablar inglés, entonces no habla francés, aunque si no supiese hablar
inglés, tampoco hablaria francés: (p —~ g) A (~ p =~ q)

@ Si llegas después de las 10, te encontrards con la puerta cerrada y no podrés cenar:
p—(gh~r)
Juan abrird la puerta y saldra a la calle, s6lo en el caso de que, si viene Maria con el
coche, no venga con ella Pedro: (p Ag) <> (r =~ s)

No es verdad que si Antonio estudia, entonces Maria no trabaje: ~ (p —~ q)
Sélo si ti no lo has matado, te dejaremos libre: ~ p <> ¢
Si no crees que lo que te digo ni lo que te dice Juan, nunca sabrés lo que pasé: (~ pA ~
q) —>~r
No es cierto que Fernando esté en Madrid y Juan no esté en Avila: ~ (PN~ q)

Sélo si conoces Oviedo, podras disfrutar a fondo leyendo La Regenta y no perderte
entre sus tumultuosas paginas: p <> (gA\ ~r)

Si eres licenciado, no puede ser cierto que no sepas leer ni escribir: p —~ (~ g\ ~r)

1.1.6 TAUTOLOGIA, CONTRADICCION E INDETERMINACION

Al hacer la tabla de verdad de cualquier férmula nos podemos encontrar con tres casos: que la tabla
de verdad de la férmula sélo tenga 1, que sé6lo tenga 0, y que tenga 1 y 0.

TAUTOLOGIA:
Definicion 1.4

Es una férmula siempre vélida, sean cuales sean los valores de verdad de las proposiciones
que la integran. Es decir, es una férmula cuya tabla de verdad final sélo tiene unos ( 1 ).

CONTRADICCION:

Definicion 1.5
Es una férmula no véilida nunca, sean cuales sean los valores de verdad de las proposiciones
que la integran. Es decir, es una férmula cuya tabla de verdad final sélo tiene ceros ( 0 ).

INDETERMINACION O CONTINGENCIA:

Definicion 1.6
Es una férmula que puede ser vdlida o no, en funcién de los valores de verdad de las
proposiciones que la integran. Es decir, es una férmula cuya tabla de verdad final tiene
unos ( 1)y ceros ( 0) no importa en qué proporcion.
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CONTRADICCION pA ~ p Selee pyno p

p ~p DPA~p
1 0 0
0 1 0

Cuadro 1.1: ejemplo de Contradiccion

(p — q¢)\ ~ (p — q) Se lee Si, entonces g, y no es cierto que si p, entonces q.

Cuadro 1.2: ejemplo de Contradiccion

TAUTOLOGIA pV ~ p Selee pono g

p ~p pv~p
1 0 1
0 1 1

Cuadro 1.3: ejemplo de Tautologia

p— (pVq) Selee Si p, entonces p o q.
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1|1 1 1
111 1 0
oj1]o0 1 1
0[1]0 0 0

Cuadro 1.4: ejemplo de Tautologia

Ejemplo 1.10

1 INDETERMINACION p —~ (pV q) Se lee: Si p, entonces no es cierto que p o q.

0
0

Cuadro 1.5: ejemplo de Indeterminacion

1.1.7 LEYES DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Las férmulas que son tautologias constituyen esquemas vélidos de inferencia o razonamientos
formalmente vélidos, y son llamadas por ello leyes logicas.

PRINCIPIOS
A las llamadas leyes logicas hay que anteponerles tres Principios basicos y fundamentales del pensar
humano:los principios de la Légica.

@ Principio de identidad:p — p

© Principio de no contradiccién: ~ (pA ~ p)

@ Principio de tercio excluso (tertium non datur): pV ~ p

LEYES
@ Ley de la Doble Negacién: ~~ p <> p
© Leyes de la Simplificacion: (pAg) — p
© Leyes de la idempotencia: (pAp) = p, (pVp)—=p
O Ley de la adicién: p — (pVq)
@ Leyes del silogismo disyuntivo: [(pAg)A ~q] — p [(pAg)A ~ p] — ¢
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Q@ Leyes de De Morgan: ~ (pAg) — (~ pV ~q),(pVq) = (~ pA~q)
@ Ley del Modus Ponendo Ponens: [(p — g) Ap] — ¢

O Ley del Modus Tollendo Tollens: [(p — g)A ~ ¢q] =~ p

@ Ley de la Transitividad del Condicional: [(p — g) A (¢ —1)] = (p — )
@ Leyes del Bicondicional:

(p<rq)—(p—q)
(p<q)—(g—p)

(P q) < (p—q) N(g—p)

@ Leyes Conmutativas:

» Del conjuntor: (pAgq) <> (¢ p)

» Del disyuntor: (pVgq) <> (¢V p)

= Del bicondicional: (p <> q) <> (¢ <> p)
@ Leyes asociativas:

= [(pAg)Arl < [pA(gAT)]

= [(pVg)Vr] < [pV(gVr)]
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1.2 Practico 1

Ejercicios 1.1 Simboliza las siguientes proposiciones.

1.1 No vi la pelicula, pero lef 1a novela.

1.2 Ni vi la pelicula ni lef la novela.

1.3 No es cierto que viese la pelicula y leyese la novela.

1.4 Vi la pelicula aunque no lef la novela.

1.5 No me gusta trasnochar ni madrugar.

1.6 O tu estés equivocado o es falsa la noticia que has leido.

1.7 Si no estuvieras loca, no habrias venido aqui.

1.8 Llueve y o bien nieva o sopla el viento

1.9 O estd lloviendo y nevando o esté soplando el viento.

1.10 Si hay verdadera democracia, entonces no hay detenciones arbitrarias ni otras violaciones
de los derechos civiles.

1.11 Roberto hara el doctorado cuando y solamente cuando obtenga la licenciatura.

1.12 Si viene en tren, llegard antes de las seis. Si viene en coche, llegard antes de las seis. Luego,
tanto si viene en tren como si viene en coche, llegard antes de las seis.

1.13 Siun tridngulo tiene tres dngulos, un cuadrado tiene cuatro dngulos rectos,Un tridngulo tiene
tres dngulos y su suma vale dos dngulos rectos. Si los rombos tienen cuatro dngulos rectos, los
cuadrados no tienen cuatro dngulos rectos. Por tanto los rombos no tienen cuatro dngulos rectos.
p: un tridngulo tiene tres dngulos
g: un cuadrado tiene cuatro dngulos rectos
r: su suma vale dos dngulos rectos
s: los rombos tienen cuatro dngulos rectos

1.14 Si no es cierto que se puede ser rico y dichoso a la vez, entonces la vida esté llena de
frustraciones y no es un camino de rosas.Si se es feliz, no se puede tener todo. Por consiguiente, la
vida estd llena de frustraciones.

p: se puede ser rico

q: se puede ser dichoso

r: la vida esté llena de frustraciones
s: es un camino de rosas

1.15 La vida no tiene cosas asi de fuertes o yo te puedo contar cémo es una llama por dentro. Si
yo te puedo contar cémo es una llama por dentro, entonces pienso entregarte mi tiempo y pienso
entregarte mi fe. No es cierto que piense entregarte mi tiempo y piense entregarte mi fe. Por lo
tanto, la vida no tiene cosas asi de fuertes.

p: tener la vida cosas asi de fuertes.

q: contar como es una llama por dentro
r: entregarte mi tiempo

s: entregarte mi fe






NOCIONES PRIMITIVAS

ALGUNOS CONJUNTOS IMPORTANTES
Operaciones con conjuntos
Propiedades

Interseccion de Conjuntos

Diferencia de Conjuntos
Complemento de un Conjunto
Propiedades Combinadas
Cardinalidad

Practico 2

2.0.1

2 — TEORIA DE CONJUNTOS

NOCIONES PRIMITIVAS

Consideraremos tres nociones primitivas: Conjunto, Elemento y Pertenencia.

Conjunto

Podemos entender al conjunto como, coleccidn, grupo de objetos o cosas. Por ejemplo, el conjunto
formado por los objetos 1, a, casa. Denotaremos a los conjuntos con letras mayusculas A, B, etc., asi,
A es el conjunto formado por los elementos: 1, a, casa.

Elemento

Un elemento es cualquier objeto o cosa en el conjunto. Los denotamos con letras mindsculas y al
elemento genérico lo denotamos x.

Pertenencia

Denotado por el simbolo &, relaciona las dos nociones primitivas anteriores. Si el elemento 1 estd en
el conjunto, anotamos: 1 € A y se lee: el elemento 1 pertenece al conjunto A o simplemente [ estd
en A. Si el elemento x no pertenece al conjunto A, escribimos: x ¢ A.

Conjuntos por extension y por comprension

Un conjunto estd descrito por extension cuando exhibimos a todos sus elementos encerrados en un
paréntesis de llave, asi por ejemplo, A = {2,3,4}. Un conjunto estd descrito por comprensién cuando
declaramos una propiedad que la cumplen sélo y sélo los elementos del conjunto, por ejemplo, el
conjunto A = {2,3,4} escrito por comprensién es: A = {x/x € N/1 < x < 5}.
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Naturalmente también podemos anotarlo: A = {x/x e N/2<x <4} ,A={x/xeN/1 <x <5}.

Definicion 2.1
Sean A y B conjuntos, decimos que A es subconjunto de B, lo que denotamos A C B si y s6lo
si todos los elementos de A son también elementos de B, es decir,

ACB& [Vx:x€eA=x€B.

Ejemplo 2.1

1 Demuestre que A C AVA (propiedad refleja)
Solucién. Como VA : x € A = x € A, concluimos que A C A.

Ejemplo 2.2

1 Demuestre que [A C BAB C C] = A C CVA, B, C (transitividad).
Solucién. A CBABCC|= [Vx:x€A=xeB|A[Vx:xe B=x€c(]
=Vx:x€EA=>x€B=xc(C.dedonde A CC.

Observacion. A no es subconjunto de B, lo que denotamos A C B si y s6lo si existe algin elemento
en A que no estd en B, es decir:

Anoestdincluidoen B< Jx:x € AAx ¢ B.

Definicion 2.2
Decimos que los conjuntos A y B son iguales, lo que denotamos A = B si y s6lo si todos los
elementos de A son elementos de By todos los elementos de B son elementos de A, es decir:

A=B& [Vx:x€eA=xeB|AVx:xeB=xc A< ACBABEA.

ALGUNOS CONJUNTOS IMPORTANTES

Conjunto Vacio

Sea A un conjunto, entonces {x/x € AAx € A} es un conjunto que no tiene elementos, lo denotamos
0A y es el conjunto vacio de A.

Proposicion 2.1
04 CAVA
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Demostracion. La realizaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que @A no es subconjunto
de A, entonces Jx: x € 04 Ax ¢ A, esto constituye una contradiccion ya que el conjunto @ A no tiene
elementos, entonces debe ocurrir que A C A.

Observacion. Note el uso de [p = (¢ A (~ ¢q))] =~ p donde p : 0Ano C A.

Proposicion 2.2
04 =0p,YA,B
Demostracion. Se debe demostrar que 1) 94 C0py 2) 0 C 04.

1) Asi es, ya que si no es cierto, es decir, si @4 no es subconjunto de @p , debe existir al menos un
elemento que pertenezca a 04 y que no estd en @p; esto es una contradiccién, por lo que 04 C B.

2) De manera andloga, 0g C A.
Por 1) y 2) concluimos que 04 = 0p.

Observacion.Como todos los vacios son iguales, denotamos simplemente .
Conjunto Unitario

Es aquel conjunto que tiene un tnico elemento. Se lee como, el unitario del elemento.

Ejemplo 2.3

1 A= {x/xeN,3 <x <5} ={4} se lee el unitario del 4.

Conjunto Universal U

Se puede demostrar que no existe un conjunto universo que contenga a todos los conjuntos
(Paradoja de Russel), en cambio existe un conjunto universo de referencia, denotado U. Asi
por ejemplo, para los conjuntos A = {2,3,4} ,B = {2,4,6,9}, el conjunto universal podria ser
U=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Operaciones con conjuntos
Unién de Conjuntos
Sean A y B conjuntos en U, definimos la unién de A con B, denotada A U B que se lee A union B

como el conjunto tal que
AUB={x/x€AVxe€ B}

Observacion.
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1. En un diagrama de Venn-Euler tenemos

Figura 2.1: AUB

2. xePUQ=xePVxeQ.xeMVxeN=xeMUN

2.0.4 Propiedades
@ AUA =A, VA € U (idempotencia)
© AUB=BUA,VA,B € U (conmutatividad).
Q@ (AUB)UC=AU(BUC),VA,B,C € U (Asociatividad).
O AUD=AAUU=UVAcU.
© ACB=AUB=B.

Demostracion.
Propiedad 2). Se debe demostrar que: a) AUB C BUAyb) BUA CAUB.
1. Sean x € AUB =-, debemos demostrar que x € BUA
xX€EAUB=xc€AVxeB=xcA=xcBUA

de donde
AUBCAUB.
2. Seax € BUA, debemos demostrar que x €« AUB
xXeEBUA=xeBVxeA=x€AVxeB=xc€AUB

de donde
BUA CAUB.

Por a) y b) concluimos que AUB = BUA.

Notemos el uso de la Tautologia p < gV p.
Demostracion

Propiedad 5) Se debe demostrar que a) AUB C By que b) BCAUB.
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= Seax € AUB, debemos demostrar que x € B, xcAUB=x€AVx€EB.

Six € A=-xC B (por hipétesis A C B). Si x € B = x € B; esto indica que en todo caso x € B,
de donde

AUBCB.

m SeaxeEB=x€AVxeEB=x€AUB,asi BC AUB.
Pora)yb)ACB=AUB=B.
En la parte b) de la demostracién usamos la tautologia p = gV p.

2.0.5 Interseccion de Conjuntos

Sean A y B conjuntos en U, definimos la interseccién de A con B, denotada AN B, que se lee A
interseccion B como el conjunto tal que ANB = {x/x € AAx € B}.

Observacion

» En un diagrama de Venn-Euler tenemos A N B.

A B

Figura 2.2: interseccion AN B
m xePNO=xePAxeQ.

xeEMANAxeN=xcMNN.
Propiedades

@ ANA=A,VA €U (Idempotencia).
© ANB=BNA, VA,B € U (Conmutatividad).
Q@ ANB)NC=AN(BNC),VA,B,C € U (Asociatividad).
QO AND=0,ANU=A,VAcU.
O ACB=ANB=A.
Demostracion.
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3) Por demostrar que a) (ANB)NC CAN(BNC)yb)AN(BNC)C (ANB)NC.

a) Sea x € (ANB)NC, debemos demostrar que x €« AN (BNC),

xe(ANB)NC=xe€ (ANB)AxeC
= (x€eANxeB)AxeC
=x€AN(xeBAxeC)

= (x€AANxe€B)AxeC
=x€(ANB)AxeC

=x€ (ANB)NC.

Concluimos que (ANB)NC CAN(BNC).

b) Seax € AN (BNC), se debe demostrar que x € (ANB)NC,

x€AN(BNC)=xeANxe€ (BNC)
=x€AN(xeB=x€()

= (x€AANxEB)AxEC
=xc€ANBAxeC
=xe(ANB)NC.

Concluimos que AN (BNC) C (ANB)NC.

Por a) y b) se deduce que AN (BNC)=(ANB)NC.

Propiedad 4) Debe cumplirse que AN O = @ ya que si no es asi, es decir, si AN @ = @ entonces existe
al menos un elemento en A N@. Esto constituye una contradicciéon dado que el conjunto vacio no

tiene elementos.
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2.0.6 Diferencia de Conjuntos

Sean A y B conjuntos en U, definimos la diferencia de A con B, denotada A — B, que se lee A menos
B como el conjunto tal que

A—B={x/x€ANx ¢ B}

Observacion.

= En un diagrama de Venn-Euler tenemos

A B

Figura 2.3: Diferencia A — B
"» xEP-Q=x€EPAx¢Q.
XEMAx¢N=xeM—-N

= En general, la diferencia no es idempotente, es decir, A — A # A. En general, la diferencia no
es conmutativa, es decir, A —B =B —A.

2.0.7 Complemento de un Conjunto

Sea A un conjunto en U, definimos el complemento de A, denotado A, que se lee complemento de
A, como el conjunto tal que

A={x/x¢t ANxcU}.

Observaciéon. En un diagrama de Venn-Euler tenemos

Figura 2.4: Complemento de A
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Propiedades
Q (A)°=A,VAeU.
Q Uc=0.
Q@ 0=U.
O ACB=B"CA".

Demostracion.

1) Debemos demostrar, a) (A°)° C A, b) A C (A°)°,
a) Sea x € (A“)¢, por demostrar que x € A, x € (A°)° = x ¢ A° = x €A,

asi, (A9)¢ C A.

b) Sea x € A, por demostrar que x € (A°)°, x €A =x ¢ A° = x € (A9)°,
asi, A C (A°)“.

Por a) y b) concluimos que (A)¢ = A.

2) y 3) son inmediatas.

4) Sea x € B¢, debemos demostrar que x € A° si A C B. x € B = x ¢ B, como A C B entonces
x ¢ Ade donde x € A .

2.0.8 Propiedades Combinadas

0)
A—B=ANB"
ANAS =0
AUA=U

@ Distributividades
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
® Leyes de De Morgan

(AUB)" =A°NB°
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(ANB)" =A°UB°

Ejemplo 2.4

Ejemplo Usando propiedades de las operaciones de conjuntos demuestre
[(ANB°)*—(AUB)‘|U(ANB) =B.

Solucién.
[(ANB°)° = (AUB)‘|U(ANB) =[(ANB)N(AUB)]U(ANB)
=[(A°UB)N(AUB)]U(ANB)
=[(A°“NA)UBJU(A?B)
=(0UB)U(ANB)
=BU(ANB)=B
;/a que ANBCB.

2.0.9 Cardinalidad

La Teorfa de Conjuntos es la base tedrica para explicar algunos fenémenos, en particular los

aleatorios y allgtinos interesa contar la cantidad de elementos en un subconjunto determinado.

Aceptaremos la siguiente afirmacion, si A y B son conjuntos disjuntos entonces la cantidad
de elementos que tiene la union de tales conjuntos es igual a la suma de la cantidad de
elementos de los conjuntos.

Simbdlicamente, si denotamos por n(M) la cantidad de elementos del conjunto M entonces
AN B = 0 entonces,
n(AUB) =n(A)+n(B)

Observacion

Se puede demostrar (lo que queda propuesto) que: VA,B € U,

@ n(AUB) =n(A)+n(B)—n(ANB),
@ n(ANB®) =n(A) —n(ANB).



30 TEORIA DE CONJUNTOS

Ejemplo 2.5

En una escuela, 150 alumnos han rendido 3 exdmenes. De ellos, 60 aprobaron el primero, 70
el segundo y 50 alumnos el tercer examen; 30 aprobaron los dos primeros,25 el primero y el
tercero, 15 el segundo y el tercero, adem” as, 10 alumnos aprobaron los 3 exdmenes. ;Cudntos
alumnos

a) aprobaron ningin examen?, b) aprobaron sélo el primer examen?, ¢) aprobaron sélo dos
exdmenes?, d) aprobaron sélo un examen?.

Solucién. Consideremos los siguientes conjuntos, A = {alumnos que aprueban el primer examen},
B = {alumnos que aprueban el segundo examen}, C = {alumnos que aprueban el tercer examen},

entonces los datos se pueden expresar como sigue:
n(A) =60, n(B) =70, n(C) =50, n(ANB) =30, n(ANC) =25,
n(BNC) =15,n(ANBNC) = 10,

ademds, n(U) = 150, con U = alumnos que rindieron examen.
a) Se pide n(A°NB“NC) como

n(A°NB°NC) =n[(AUBUC)]

=n(U)—n(AUBUC)

y ademas

n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB) —n(ANC) —n(BNC)+n(ANBNC)
=60+70+50-30—-25-15+10= 120,

entonces

n(A°NB°NCE) = 150 — 120 = 30.
b) Se pide n(ANB°NCE),

n(ANB°NC) =n[AN(BUC)‘]
=n(A) —n[AN(BUC)]
n(A)—n[(ANB)U(ANC)]
— n(A) — [n(ANB) +n(ANC) — n(ANBNC)] = 60 — (30+25— 10) = 15.
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¢) Sepide n[(ANBNC)U(ANCNB)U(BNCNA®)],

n[(ANBNC)U(ANCNB)U(BNCNA®)]
=n[(ANBNC)U(ANCNB)U(BNCNAC)]
=n(ANBNC)+n(ANCNB°)+n(BNCNAS)
—n(0) —n(0) — n(0) + n(0).

Como

n(ANBNCY) = n(ANB) —n(ANBNC) = 30 — 10 = 20,
andlogamente obtenemos n(ANCNB) =15, n(BNCNA®) =5, de donde

n[(ANBNC)U(ANCNBY)U(BNCNA®)] =20+ 15+5 = 40.

d) Sepide n(AUBUC).
e) Se pide n[(ANB°NC)U(BNASNCE)U(CNASNB)],

n[(ANBSNCE)U(BNACNC)U(CNANBC)]

=n(ANB‘NC)+n(BNA°NC)+n(CNA°NB°) = —n(0) —n(0) —n(0) +n(0).
Como n(ANB°NC°) = 15, (problema b)) y procediendo andlogamente obtenemos

n(BNA“NC) =35y n(CNA“NB°) =20,

de donde

n[(ANB*NC)U(BNA°NC)U(CNA NBC)] = 15+35+20 = 70.

Observacion. Usando un diagrama de Venn-Euler podemos solucionar el problema planteado

El diagrama se construyd, iniciando el /lenado desde el centro, es decir, desde n(ANBNC). Notemos
que se puede leer inmediatamente que n(BNA“NB) = 35.
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2.1 Practico 2

Ejercicios 2.1
2.50 Sean U = {1,2,3,4,5,6,7,a,b,c,de, f,g,h} ,A={3,5,7,¢c,d} , B=1{2,3,4,5,b,c,e},
C={2,6,7,a,b,g}.

Determine
a) (AUB)N(C—A)“.
b) (ANC)U(B—A°)".
c) Las operaciones para obtener

1. {6,2,b}
. {7}

1. {3,4,5,c,d,e}

2.51 Demuestre

a) A—-B=ANB°.

b) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

¢) (ANB)* =A“UB".
2.52 Usando Algebra de Conjuntos, verifique si
. A—B)U(A—B) =A.

2. BN[(B°UA°)U(AUB)‘| =B—A.

3. [[ANB)U(A°NB)U(A°NB°)] = A°UB.
4. A—-{A—-[(A—B)UA]} =A.

5. [A—(ANB)|N[B—(ANB)| =0.

6. A—-B=A—(ANB)

7. (AUB)—C=(A-C)U(B-C)

8. (ANB)—C=(A-C)N(B-C)

9. (A—B)—C=A—(BUC)

10. A—(B—C)=(A—B)U(ANC)

11. (A-B)—CCA—(B—C)
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12. AU(B—C) = (AUB) — (C—A)

2.53 En un universo de 30 elementos se consideran dos conjuntos, A y B tales que n(ANB) = 10
,n(B) =18 ,n(B°NA) =5.

Determine

a) n(B—A).

b) n(A).

c) n(A°NBC).
2.54 Demuestre que

a) n(AAB) =n(A)+n(B)—2n(ANB).

b) n((AAB)UC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANC)—n(BNC) —2n(ANB)+2n(ANBNC).
2.55 En un universo U se consideran tres conjuntos A, B,C tales que ANC =0,n(ANB) =5,
n(A°) =25,n(C) =13, n(B—A) =15,n(BNC) =9,n(AUBUC) =27
Determine

a) n(B).

b) n(A).

c) n(U).

2.56 En un universo de 45 elementos se consideran tres conjuntos A , B, C tales que
ANC=0, BNC=0n(ANB)=4, n(C—B)=10 n[(AUBUC)|=16, n(B—C)=12.

Calcule
a) n(A).
b) n(B).
¢) n(B—A).
d) n[(B—A)—(].

2.57 Una encuesta acerca de las preferencias de 180 personas sobre tres marcas A, B, C arro-
jo los siguientes resultados n[(BNC) —A] =25, n(ANB) =15, n[((ANB) —C)] =175,
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n(A—B) =50, n[C—(AUB)] =35, n[(ANC)—B] =20, n[(AUBUC)‘] =40.
Determine el nimero de personas que
a) compran sélo B.
b) compran s6lo dos marcas.
¢) no compran de las marcas consultadas.
2.58 Se encuestd a 100 personas sobre sus preferencias televisivas en relacion a los canales A y

B. Los resultados fueron: 65 no ven el canal A, 45 no ven el canal B y 50 de ellos ven el canal A o
B pero no ambos. Determine la cantidad de encuestados que ven ambos canales.



INTRODUCCION

Principio de induccién Mo emdtica
Prdctic :

3.1

INTRODUCCION

El método deductivo, muy usado en matemaética, obedece a la siguiente idea: A partir de un cierto
conjuntos de axiomas aceptados sin demostracion y de reglas 16gicas no contradictorias, se deducen
otros enunciados llamados teoremas combinando los axiomas y respetando en cada etapa las reglas
l6gicas. Otro método para demostrar resultados generales que dependen en algin sentido de los
nimeros naturales es conocido con el nombre de Induccion Matemética. Esta dependencia de los
nimeros naturales significa: se sabe que una determinada afirmacién es verdadera para algunos casos
particulares y surge la pregunta. ; Dicha afirmacién sigue siendo verdadera para los infinitos ndimeros
naturales restante ?. Existen muchas afirmaciones que sélo son validas para un nimero finito de
casos y en consecuencia son falsas para un nimero infinitos de situaciones. Sin embargo, podemos
encontrar proposiciones (afirmaciones) que son verdaderas sélo a partir de un cierto nimero natural
ng , de ser asi, la técnica que se desarrollaremos se llama Induccién Incompleta. Para demostrar
que una proposicién p(n) , Vn € M C N, es verdadera es necesario comprobar la validez de ella
para todos los elementos del conjunto M. En el caso en que M = N, diremos que es una Induccién
Completa. Si se requiere demostrar la falsedad de una cierta proposicién p(n), Vn € M C N, es
suficiente indicar un elemento particular m € M de manera que p(m) sea falsa. ( Construccién de un
contra ejemplo).

Encontrar los valores de n € N tal que : n> —3n—1 <0

Es facil probar que esta desigualdad es verdadera para n = 1,2,3. Sin embargo, para n = 4 no se
cumple ya que 4% — 34 — 1 = 3 > 0. Nétese que este ejemplo sencillo muestra que una proposicién
puede ser verdadera para los primeros nimeros naturales, sin embargo, es falsa , para nimeros
naturales mas grandes.
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Otros ejemplos:

Ejemplo 3.2
1 VneN, (2n—1)(2n+1)(2n+3), es divisible por 5.

Es facil probar que esta proposicion es verdadera para n = 1,2,3. Sin embargo, para n =4 no se
cumple dado que (24 — 1)(24 +1)(24 4+ 3) = 693. no es divisible por 5

Ejemplo 3.3

Ejemplo dado por Leonhard Euler (1707-1783)
Consideremos el polinomio cuadritico p(n) = n> +n+41 y determinemos su valor para
ciertos n € N.

n: 1 2 3 4 5 6 7 8
n*+n+41: 43 47 53 61 71 83 97 113

Noétese que todos los nimeros que se obtienen son primos. Se podria esperar que este polinomio
cuadrético continua generando nimeros primos. Desafortunadamente no es asi, para n = 40, se tiene
1681 = 412, que no es un niimero primo, luego la proposicién que Vn € N, n*> +n+41 es un niimero
primo resulta falsa.

3.2 Principio de induccién Matemdtica

Una proposicion p(n) es verdadera para todos los valores de la variable n si se cumplen las siguientes
condiciones :
@ Paso:
La proposicién p(n) es verdadera paran = 1, o bien, p(1) es verdadera.
@ Paso:
Hipétesis de Induccién . Se supone que p(k) es verdadera , donde k es un nimero natural
cualesquiera.
© Paso:
Tésis de Induccion. Se demuestra que p(k+ 1) es verdadera, o bien, p(k) verdadera = p(k+1)
verdadera. La técnica de Induccién Matemdtica consiste en los tres pasos anteriores. Si se
necesita demostrar la validez de una proposicién p(n) para todos los valores naturales n,
entonces es suficiente que se cumplan: Paso 1, Paso 2 y Paso 3 .
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Comentario

Intuitivamente la idea anterior se conoce con el nombre de Efecto Dominé. Si imaginamos
una fila infinita de fichas de dominé: dispuestas verticalmente y suficientemente proximas
una cualquiera de la siguiente , entonces si el volteamiento de la primera ficha provoca el
volteamiento de la segunda ficha, por el Principio de Inducciéon Matematica la fila completa es
volteada.

Existen dos variantes ttiles sobre el Principio de Induccién Matemadtica que deben ser considerados .
En la primera variante, la proposicién por demostrar involucra los naturales no menores a un natural
fijo ng , en este caso el Principio de Induccién quedaria como sigue:

Si p(n) es verdadera para ng y si p(m+ 1) es verdadera para todo natural m > ny
para la cual p(m) es verdadera, entonces p(n) es verdadera para todo natural n > ny

La segunda variante se aplica de preferencia en el caso cuando p(m+ 1) no puede ser facilmente
deducible de p(m), pero su validez depende de p(k) para cualquier k < m. Si p(1) es verdadera y si
p(m+1) es verdadera para todo m?1 para la cual todas las proposiciones p(1),p(2),p(3).....p(m)
son verdaderas , entonces p(n) es verdadera para n > 1. Para ilustrar el uso de estas variantes,
consideremos los siguientes ejemplos.

Ejemplo 3.4
D |
Determine para que valores de n € N es verdadera la desigualdad 2" > n®> +4n+5

,Al examinar los valores de n = 1,2,3,4,5,6 nos damos cuenta que la desigualdad es
incorrecta, pero si es verdadera para n = 7, por lo que podemos intentar demostrar por el mé-
todo de Induccion Incompleta que para todos los valores de n > 7, la desigualdad es verdadera.

@ Paso:
Sin =7, obtenemos 27 = 128 > 72 +47+5 =82,

o sea, cuando n = 7 la desigualdad es correcta.
© Paso:
( Hipétesis Inductiva) Se supone que la desigualdad es verdadera para un cierto valor de n = &,
osea, 28 > k2 + 4k +5.
© Paso:
Finalmente a partir de la hipétesis inductiva, se desea probar la Tesis dada por
2D > (k4 1)> +4(k+1) +5.
Al multiplicar la desigualdad dada en la hipétesis inductica por 2, obtenemos 2*1) > 242 + 8k + 10
Transformando el segundo miembro de esta desigualdad obtenemos 2*1) > (k+1)2 +4(k+1) +
5+k* 42k
Teniendo en cuenta que k2 + 2k > 0 para todo k > 7, podemos deducir que 2+1) > (k+1)> +4(k+
1) + 5, obteniendo lo que se requeria demostrar (Tesis).
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Ejemplo 3.5

n(n—i—l)'

Demostrar que la suma de los n primeros nimeros naturales es igual a >

Demostracion.:

1
Queremos probarque Vn € N : 1 +243+4+ ... +n= M

n(n+1)
2

Seap(n):1424+34+4+...+n=

, debemos probar que p(n) satisface las propiedades (1), (2) y (3).

1(1+1)

Paso 1): p(1): 1= , lo cual es verdadero.

Paso 2): Se supone que la igualdad es verdadera para un cierto valor de k, es decir,

k(k+1)

14243444 +h=——

Paso 3) Sea k € N, debemos probar que p(k) = p(k+ 1) es verdadero. Notese que si p(k) es falsa

la implicacién es verdadera, de modo que hay que hacer la demostracién suponiendo que p(k) es
(k+1)((k+1)+1)

verdadera. Como p(k+1) : 14+2+34..+k+(k+1) =
de p(k) sumando k + 1 a ambos mienbros de la igualdad ( de la Hipdtesis inductiva):

, p(k+1) debe formarse

k(k+1 k k+1)(k+2
I+2434+ . +k+(k+1)= (2 )+(k+1):(k+1)<2+1>:( )2( )'
Hemos confirmado nuestras sospechas, lo que es, hemos deducido que p(k + 1) es verdadera,
1
suponiendo que p(k) lo es. Asi, hemos demostrado que Vi e N: 1 +2+3+4+ ... +n= n(n; )
es verdadera.
Ejemplo 3.6
1)(2n+7
Probarque Vn € N:1-34+2-443-5+...+n(n+2) = n(n+ L( n+7)
1)(2n+7
Solucion: Sea p(n) :1-3+2-4+3-5+...+n(n+2) = n(n+ )é n+7)

1(1+1)(2-1+7)
6

9
Entonces p(1):1-3 = =2 6= 3, lo que prueba que p(1) es verdadera.

Hipétesis inductiva:

k(k+1)(2k+7)
6

1-342-443-5+..+k(k+2)= . ( Suponemos que p(n) es verdadera )

(k+1)(k+2)(2k+9)

Tesis: 1-34+2-4+3-5+ ... +k(k+2)+ (k+1)(k+3) = G

que p(k+ 1) es verdadera) Tenemos:

.( Queremos probar
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k(k+1)(2k+7)

1-34+2-443-5+..4k(k+2)+ (k+1)(k+3) = +(k+1)(k+3) =

(k+1)

(k(2k+7) +6(k+3)) =

(k+1)(2k* +13k+18)  (k+1)(2k+9)(k+2)

6 6
lo que prueba que p(k +1) es verdadera. Luego, la formula 1-3+2-4+3-54+ ..4+n(n+2)

_ n(n+1)(2n+7)
N 6

es verdadera para todo n € N.

Ejemplo 3.7

1 Determinar si el producto de 3 nimeros impares consecutivos es siempre divisible por 6.

Solucién: Sea p(n) : (2n—1)(2n+1)(2n+ 3) = 64 donde ¢ es algin ndmero natural . Queremos
determinar si p(n) se cumple para todon € N.

p(1):1-3.5=15=6g = ¢q= % ¢ N. Luego p(1) es falso. Se puede continuar analizando
p(2),p(3),p(4),... y vemos que todos no cumplen la condicién que sea divisible por 6. Es facil
ver que (2n—1)(2n+1)(2n+3) = 81> + 12n> —2n— 3 = 2(4n> +6n> —n— 1) — 1 luego este
nidmero es de la forma 2j — 1 que es un niimero impar y por lo tanto no es divisible por 6.
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3.3 Practico 3
Ejercicios 3.1

3.1 Determine si la suma de tres nlimeros enteros consecutivos es siempre divisible por 6.

3.2 Consideremos un ejemplo con desigualdades. Determine todos los nimeros naturales para
los cuales: 1-2-3-4...n>2"

3.3 Demostrar por induccién, que si # es un nimero impar, 7" + 1 es divisible por 8.

3.4 Pruebe que la formula

nin+1)(n+2)

1-24+2-3+3-4+---+n-(n+1) = 3

es vdlida para todo natural n.
3.5 Pruebe que para todo ntimero natural n > 1 , el tltimo digito del nimero 22" + 1 es 7.
3.6 Demuestre que para todo natural n > 2,
1 1 1 1
—+—=+t—F++t—F=>vn
ViovV2 V3 vn v
3.7 Demuestre que para todo natural n, n° —n es divisible por 5.
Demuestre por induccién las siguientes igualdades:

3.8
12_‘_22_’_324_”._’_”2:n(n+1)(n+2)
6
3.9
(n+1)(n+2)(n+3)---(n+n)=2"-1-3-5--2n—1)
3.10

1 1 1 n+2
(1=3)-(=g)- (1_ (n+1)2> T 2n+2
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4.1 NuUmeros Enteros
Z= NUOU(-N)

Definicion 4.1 Valor Absoluto (I |)

{ a si a>0

jal = —a si a<0

4.1.1 Propiedades

Q la =0

O la|=|-d]

Q —la|<a<|d
O la|+a>0

Q la|—a>0

O la+b[ < a]+]b]
@ |a-b|=lal-|b|
Q la—b| > |a[—|b]

Demostracion 8:

la| = |(a—b) +b| por el inverso aditivo y asociativa.
|a| < |a—Db|+|b| prop. 6

= [a] < a—b|+|b]
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= la| = [b] < |a—b

|a—b[ > |a] —|b|

axioma 4.1
I.a-0=0
II. 0b)=0a=0Vb=0
. a-b=a-cha#0=b=c
IV.ab=1=a=b=1¥Ya=b=-1

4.2 Divisibilidad

Definicion 4.2
Divisibilidad: Sean a € Z #0Ab € Z, decimos a|b sii Ik € Z/b =a - k.

Ejemplo: 3|0? si, pues 30 € Z/0=3-0

Observacion

Sélo si al|b escribimos % =k

Teorema 4.1 (Divisibildad)

Sean a,b,d,p,q € 7.
1. a # 0 = ala (propiedad reflexiva)

2. albAbla=|a| = |b|

3. alb \b|c = a|c

4. Sid|ay d|b entonces d|(ax+ by) para cualquier x,y € Z
5. Sid|(p+q)ydlp = d|q.

6. Sia,beZ"ybla = a>b

7. Si al|b, entonces a|mb, con m € Z.
8. Sia,b€Z,albybla = |a| = |b|
9. Sia#0=ala-c

10. a # 0= a|a"

11. alb = a|b"

12. alb=a-clb-c

Demostracion 1:

Siala=31€Z a=a-1
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Demostracion 2:

alb= b=a- k(keZ)
bla= a=bk' (K e€Z)

= b=b-(K k)

k'-k=1sinob#b

kK -k=1lentoncesk=k'=1Nk=k =—-1

sik=1Entoncesb=a-k=b=a
Si k= —1entonces b = —a = |b| = |q|

Demostracion 3:

alb=bla-k (keZ)®@

blc=c=b-k (K eZ) )

Reemplazamos I en 11, resulta: ¢ = a- (k- k') Asociativa
luego sil =k-k' Al € Z por ley de cierre de multiplicacién.

= ¢ =a-l = alc por def. de divisibilidad.

Proposicion 4.1
La relacidén de divisibilidad no depende del signo.

alb << al—b < —a| —b & al|b| & |al||b]

Conjunto de divisores
Definicion 4.3
D(b) ={a€Zy/alb}
D (b)=D(b)NN D~ (b) =D(b)N(—N)

Proposicion 4.2
b#0 {-1,1,b,—-b}
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Proposicion 4.3
Si b # 0 el minimo de divisores positivos estd acotado por su valor absoluto.

b#0 #(D" (b)) < ||

Corolario 4.1
L alb,b#0= {la| <|b| , a<|b]}
I. b#0,#(D" (b)) < o (finito)
L. b=0,#(D" (b)) = oo

4.2.2 Conjuntos de Miiltiplos

Definicion 4.4 Conjuntos de Multiplos
M(a) ={a-q/q € Z}

M*(a) =M(a)NNyM (a) =M(a)N(—N)

Demostracion 4:

Sid|ay d|b entonces d|(ax+ by) para cualquier x,y € Z
da=a=k-d(keZ) A db=b=FK-d

ax=k-d-x=(kx)d 'y b-y=k-dy=(kKy)d,
ahora llamareamos k" =kx 'y k" =Ky, luego
a-x=k-d-x=dkx) y b-y=kK-d-y=d(y),
a-x=dk'" 'y b-y=dk",
ax+by=d-k"+d- kK" = ax+by=d(k"+ k")
entonces por definicion de div.

y por lo tanto: d|(ax+ by)

Apartir del teorema anterior definimos:
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Definicion 4.5

Combinacion lineal de enteros: Sean x, a , b € Z Decimos que x es una combinacion lineal

entera (CLE)ay bsii A, u € Z/|x = Aa+ ub

Ejemplo 4.1

Hallar todos los 7 naturales tal que n* + 2 sea divisible por n -+ 2

Solucion:

Aplicamos el método de Ruffini
1 0 0 0]2
2] 2 4 816
|1 2 4 -8[18
n* 42 18

Es decir, —— =n3 —2n*+4n—8 4+ ——
n+2 n+2

De donde n
n
y por lo tanto, n € {1,4,7,14}. Verificamos:

18
5 debe ser entero y n+2 > 3 (pues n > 1) de los cual se obtiene que n+2 € {3,6,9,18}

sin=1=1+2[1*+2= 33
sin=4=4+2/4*+2= 6|18
Etc...

Ejemplo 4.2

1 Determinar todos los n € Z tales que : 3n — 11|3n— 1.

Solucion:

3n—113n—11 A 3n—11|3n— 1. por prop. reflexiva

3n—11|(3n—11)— (3n—1)

por prop. 4

3n—11]—11+1
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Entonces,
3n—11|-10

Luego los divisores de 10 son — D(10) = {£1,£2,+5,+10}
ahora podemos encontrar n para cada caso.
sidn—1l=1=n=2=4=[n=4]
sidn—1l=-1=n=2¢7

sidn—11=2=n=¢7

sidn—11=-2=n=3=3=|n=3]
si3n—11=5=>n=22¢7
sidn—11=-5=n=5=2=|n=2]
sidn—11=10=n=2L=7=|n=7]
si3n—11=—-10=n=1¢7Z
Entonces n € {4,3,2,7}

Podemos comprobar: sin =4 =3-4—11|3-4—1 = 1|11 correcto !

Divisién Entera

Definicion 4.6
Seana € ZAb e Z—{0} dg,r' € Z
a=b-q+r 0<r<|b
Ejemplo: a = —15 b=17

—15=7.(-2)+(—1) no!
15=7-(=3)+6Si!
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Teorema 4.2 Unicidad
a=b-q+r 0<r<b A a=b-q+7r 0<r<b

Entonces ¢ = ¢’ r=r

Demostracion: Unicidad

a=ab-q+r=b-q +7r

b-g—b-qd=r—r Suma de inversos aditivos
b-(q—q)=r—7r factor comudn
Luego como (g —¢') € Z = blr' —r por def. de divisién

A partir de la prop. alb Ab # 0 = |a| < |b| decimos, |b| < |r—7|
Primero probemos que |r—r'| < b
Esto es equivalente a demostrar —b <1 —r < b

Primero: —b < ¥ —r

r<b hipétesis

—b<—r multiplicamos por (-1).
0 < ¥ (porhip)
—r = —r
—r < ¥ —r

Entonces —b < —r < ¥’ — r y por transitividad en la relacién de orden.

Luego quedd6 probado

Ahora probemos ¥ —r < b
0 < r entonces

—r

INIA A
|
%\

——r

—r —r<r yAdemds r <b  porHip.

Resulta ¥’ —r < b por prop. transitiva
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Por lo tanto: [/ —r| < b
ahora b|r' —r  |b| < |r —r| pensar que ' — r # 0 es Absurdo ya que no es cierto que b < 0

por lo tanto

Retomamos la formula

b-(qg—q)=r—r =0 :>

NUmeros Primos

Definicion 4.7
Si un nimero natural p > 1 sélo tiene como divisores a 1 y p, entonces se dice que es primo.
La sucesién de los primeros nimeros primos comienza asi:2,3,5,7,11,13,17,23, - --

Los nimeros n > 1 que no son primos se llaman compuestos. El 1 es especial: no es ni primo
ni compuesto, es simplemente la unidad. La importancia de los nimeros primos consiste en que
cualquier niimero natural n > 1 es primo o puede expresarse como producto de primos. En simbolos,
n=pi“py2p3s..p

donde p; < py < < pi son nimeros primos y los exponentes aj,as, ...,a; son nimeros naturales.
Mis atin, esta descomposicion es tnica excepto por el orden de los factores. De esta manera los
nimeros primos son como los bloques fundamentales que permiten generar, multiplicativamente, a
todos los niimeros naturales (del mismo modo que el 1 los genera aditivamente). Este resultado es tan
importante que se conoce como Teorema Fundamental de la Aritmética, y fue probado por Euclides
(= 325 - 265 a.C.), quien dedic6 el Libro IX de sus famosos Elementos a la Teoria de nimeros.
Euclides probé también (Proposicién 20 del Libro IX) que existen infinitos nimeros primos o, para
ser mds fieles a su manera de pensar, que los nlimeros primos son mas que cualquier cantidad finita.
En efecto, dado cualquier conjunto finito de nimeros primos diferentes

P1,D2, ..., Pr considere el nimero N = p1pypi+1. Como N no es divisible por ningiin p; , en su
descomposicion en factores primos debe aparecer por lo menos un primo q tal que ¢ ¢ py, p2, ..., Pk-
Por lo tanto, ningtin conjunto finito de niimeros primos los contiene a todos. Si n = p| p> p; entonces
sus divisores son todos los nimeros de la forma

by

P17 a2 pst Dy

donde 0 < b; < a;. Por ejemplo los divisores de 24 =23.3'son2°.30 =1 21.30=2  22.30—
4, 23.30=g  20.31=3 21.31=¢, 22.3'=12y23.3! =24 Una consecuencia de lo
anterior es que el nimero de divisores de n (incluyendo al 1 y al propio n) es

(a1 + D)(@+ D(a+1) |
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En efecto, para formar un divisor el exponente dep;puede escogerse de a; + 1 maneras, a saber
0,1,2,...,a; . De la misma manera, el exponente dep, puede escogerse de a; + 1 maneras y asi
sucesivamente hasta el exponente de p; que puede escogerse de a; + 1 maneras.

Otra consecuencia del Teorema Fundamental es que un niimero natural es un cuadrado perfecto si y
sOlo si todos sus factores primos diferentes aparecen elevados a exponentes pares. Mds en general,
un nimero natural es una potencia k-sima si y sélo si todos sus factores primos diferentes aparecen
elevados a exponentes multiplos de k.

Maximo comun divisor
Definicion 4.8
El maximo comiin divisor de dos niimeros naturales a y b es el mayor de sus divisores comunes
y se denota mcd(a,b). El mcd tiene las siguientes

Propiedades:

Q mcd(a,1)=1,

© mcd(a,b) = mcd(b,a),

© mcd(a,b) = asiy sélo si a|b,

O Sia > b, entonces med(a,b) = mcd(a—b,b),

© Sia=qgb+r, entonces med(a,b) = mcd(b,r).

@ Si se conoce la descomposicion en producto de factores primos de a y de b, entonces es muy

facil calcular med(a,b): es igual al producto de los factores
primos comunes elevados al menor de los exponentes con que aparecen en las descomposiciones de
ay b. De aqui se deduce que mcd(a,b) no sélo es el mayor divisor comiin sino que ademaés cualquier
otro divisor comtin de a y b divide a mcd(a,b). por ejemplo 406 =2-7-29y 147 =3-7% , por lo
tanto mcd (406, 147) = 7. El mcd(a,b) también se puede obtener aplicando el algoritmo de Euclides:
escribamosa=bg+r con0<r<b.Sir=0entoncesblay  mcd(a,b)=b.Sir+#0,entonces
med(a,b) = mcd(bq+r,b) = mcd(r,b) y el problema se reduce a calcular med (b, r). Prosiguiendo
de esta manera eventualmente se obtiene el resultado.
Ejemplo 4.3

1 Hallar mcd(3127,2491) mediante el algoritmo de Euclides.

Solucion

3127 = 2491+ 636
2491 =3-636+583
636 =583 +53

583 =5-53
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y por lo tanto mcd(3127,2491) = 53. es interesante hacer los calculos por descomposicién en
producto de factores primos y comparar el trabajo realizado.

Del algoritmo de Euclides se sigue que mcd(a,b) se puede expresar en la forma sa + tb para ciertos
enteros s y ¢t (esto se conoce como Teorema de bezout). Por ejemplo, aprovechando los célculos
que acabamos de hacer se tiene

med(3127,2491) = 53 = 636 — 583 = 636 — (2491 — 3-636)
=4-636—2491 = 4(3127 —2491)72491 = 4-3127—5-2491

Una consecuencia importante de esta manera de expresar el mdximo comun divisor es el Lema de
Euclides.

Lema 4.1 Sia|bcy mcd(a,b) =1 entonces alc .

Demostracion:Para ciertos enteros sy ¢ se tiene 1 = mcd(a,b) = sa+ tb. Multiplicando por ¢
resulta ¢ = sac +tbc y como a|sacyaltbc  se tiene que a|sac +tbc = c.

Numeros coprimos

Definicion 4.9
Dos nimeros a y b se dicen coprimos, primos relativos o primos entre si si no tienen mas
divisor comun que 1, es decir si mcd(a,b) = 1. Observe que en este caso mcm(a,b) = ab. Si
mcd(a,b) = d entonces mcd(a/d,b/d) = 1, es decir que a/d y b/d son coprimos.

Minimo comuin mdiltiplo

El minimo comin mdltiplo de a y b es el menor de sus miltiplos comunes y se denota mcm(a,b).
El mcm(a,b) es igual al producto de los factores primos comunes y no comunes elevados al mayor
de los exponentes con que aparecen en a y b. De aqui se deduce que mcm(a,b) no sélo es el menor
miltiplo comin sino que ademds divide a cualquier otro miltiplo comin de a y b. El med(a,b) y el
mem(a, b) satisfacen la siguiente relacion:

mcd(a,b) -mem(a,b) =a-b

. Si un nimero natural es divisible entre el producto ab de otros dos, entonces es divisible entre cada
uno de ellos. El reciproco no es cierto: 12 es divisible entre 4 y entre 6 pero no es divisible entre
4-6 = 24. Lo que siempre se puede afirmar es que si # es miltiplo de a y de b entonces n es multiplo
de mem(a,b).
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Practico 4 (parte 1)

Problema 4.1 Los nimeros desde el 1 hasta el 2009 se escriben consecutivamente en la pizarra. En
una primera pasada se borran el primer nimero escrito, el tercero, el quinto y asi sucesivamente
hasta borrar el 2009. En una segunda pasada se aplica el mismo procedimiento a los nimeros que
quedaron, borrando el primero de ellos, el tercero, el quinto y asi sucesivamente. Esto se repite
mientras queden nimeros en la pizarra. ;En qué pasada se elimina el 1728? ;Cudl es el dltimo
nimero borrado y en qué pasada se elimina?

Problema 4.2 Pruebe que n(n+ 1)(n+2) es multiplo de 6 para cualquier entero n.
Problema 4.3 Pruebe que n(n+1)(n+2)(n+ 3) es miltiplo de 24 para cualquier entero n.

Problema 4.4 Probar que el nimero 1+ k% 4+ k* es compuesto para cualquier niimero k entero
mayor que 1.

Problema 4.5 Pruebe que para cualquier niimero natural 7 el nimero n* 4 2n es miltiplo de 3.
Problema 4.6 Pruebe que 17|2m+3n si'y sélo si 17|9m+ 5n (m y n enteros).
Problema 4.7 Caracterice los nimeros naturales que tienen una cantidad impar de divisores.

Problema 4.8 Dado un niimero, una extrafia calculadora sélo puede hacer lo siguiente: multiplicarlo
por 2 o por 3, o calcular su segunda o tercera potencia. Si comenzamos con el nimero 15, ;cudl de
los siguientes resultados se puede obtener al usar la calculadora cinco veces consecutivas?

(a) 263%5%; (b) 283355; (c) 283452 ; (d) 233357 ; (e) 23256 .

Problema 4.9 Halle el menor niimero natural A tal que 104 es un cuadrado perfecto y 6A es un
cubo perfecto.

Problema 4.10 Un ndmero primo se dice que es extrafio si tiene un solo digito, o si tiene dos o mds
digitos pero los dos nimeros que se obtienen omitiendo el primero o el dltimo digito son también
primos extrafos. ;Cudntos primos extrafios hay?

Problema 4.11 Sea n un entero positivo. Pruebe que si 2" — 1 es primo entonces # es primo.

Problema 4.12 Sea n un entero positivo. Pruebe que si 2" + 1 es primo entonces 7 €s una potencia
de 2.

Problema 4.13 En cada lado de un pentdgono se escribe un nimero natural, de manera tal que
nimeros adyacentes nunca tienen un factor comin mayor que 1, pero nimeros no adyacentes siem-
pre tienen un factor comtin mayor que 1. Hay muchas posibilidades de hacer esto, pero uno de los
nimeros siguientes no aparecerd nunca en los lados del pentdgono. ;Cudl es?
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(@) 15;(b) 18 ;(c) 19; (d) 21 ; (e) 22.

Problema 4.14 Todos los divisores del entero positivo N, diferentes de N y 1, se escriben en orden
creciente. {Cudntos nimeros naturales N son tales que el mayor de los divisores escritos es 45 veces
mas grande que el menor?

Problema 4.15 Si 56a = 65b, pruebe que a + b es compuesto.

Problema 4.16 Pruebe que para cualquier niimero natural n existen n nimeros naturales consecuti-
VOS que SOn Compuestos.

Problema 4.17 Halle el menor entero positivo n tal que cada digito de 157 sea 0 6 2.
Problema 4.18 Halle todas las soluciones enteras de la ecuacién xy — 3x — 2y = 15.

Problema 4.19 Halle todos los enteros positivos que son menores que 1000 y cumplen con la
siguiente condicién: el cubo de la suma de sus digitos es igual al cuadrado de dicho entero.

Problema 4.20 Sea B un entero mayor que 10 tal que cada uno de sus digitos pertenece al conjunto
{1,3,7,9}. Demuestre que B tiene un factor primo mayor o igual que 11.

Problema 4.21 Un entero positivo al ser dividido entre 4 deja resto 1 y al ser dividido entre 5 deja
resto 3. ;Qué resto deja al ser dividido entre 20?

Problema 4.22 Si dividimos 336 entre el niimero natural n el resto es 2. Entonces el resto que se
obtiene al dividir 2007 entre n es: (a) 100 ; (b) 3; (c) 2; (d) 1; (e) O.

Problema 4.23 Cinco nimeros enteros se escriben alrededor de un circulo de manera que la suma
de dos o de tres niimeros adyacentes no sea nunca multiplo de 3. ;Cudntos de los cinco nimeros son
multiplos de 3?

Problema 4.24 Halle el menor entero mayor que 1 tal que al dividirlo entre 2,3, 4,5,6,7,809
deja resto 1.

Problema 4.25 Halle el menor entero positivo tal que al dividirlo entre 2 deja resto 1, al dividirlo
entre 3 deja resto 2, al dividirlo entre 4 deja resto 3, al dividirlo entre 5 deja resto 4, al dividirlo entre
6 deja resto 5, al dividirlo entre 7 deja resto 6, al dividirlo entre 8 deja resto 7 y al dividirlo entre 9
deja resto 8.

Problema 4.26 ;Cudl es el exponente de 7 en la descomposicion de 2011! en producto de factores
primos?

Problema 4.27 ;En cudntos ceros termina 2011!?
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Problema 4.28 Demuestre que no existen enteros positivos x e y tales que x2°%% +-2008! = 217 .

Problema 4.29 Sean a =999-999 y b = 999999999999. Halle mcd(a,b).
_— —

40nueves

Problema 4.30 Juan, Mario y Pedro entrenan dando vueltas en bicicleta a una pista circular. Juan
tarda 8 minutos en dar una vuelta, Mario tarda 9 minutos y Pedro tarda 12 minutos. Si los tres parten
del mismo punto a las 6:00 am, ;a qué hora volverdn a encontrarse?

Problema 4.31 Pruebe que todo nimero natural tiene un mdltiplo cuyos digitos son solamente unos
0 CEeros.

Problema 4.32 Pruebe que todo nimero natural coprimo con 10 tiene un multiplo cuyos digitos
son todos unos.

Problema 4.33 Se tiene una hoja rectangular de papel milimetrado de 259 x 154 . Si se traza una
diagonal, ;cudntos cuadraditos atraviesa? Se dice que la diagonal atraviesa un cuadradito si contiene
al menos un punto interior del mismo.

Problema 4.34 Ana vende galletas, que vienen en cajas pequeiias de 5 unidades y en cajas grandes
de 12 unidades. Si, por ejemplo, un cliente quiere 39 galletas, Ana puede despachar el pedido
exactamente con tres cajas pequefas y dos grandes, ya que 3 X 542 x 12 = 39. Pero hay pedidos
que no se pueden despachar exactamente, por ejemplo, cuando un cliente quiere 7, 16 6 23 galletas.
(Cudl es el pedido més grande que no se puede despachar exactamente? Nota: Se supone que Ana
tiene o puede pedir a la fabrica todas las galletas que le hagan falta.

Problema 4.35 Sean a y b naturales coprimos. Pruebe que cualquier natural suficientemente grande
puede expresarse en la forma sa +tb con s y t enteros no negativos. ;Cudl es el mayor entero que no

se puede expresar en esa forma?

Problema 4.36 Pruebe que existen infinitos nimeros primos de la forma 4n + 3.
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Algunos problemas abiertos sobre nimeros primos

@ Dos nimeros primos son gemelos si difieren en dos unidades. Por ejemplo 3y 5,5y 7,
11y 13,17y 19, 101 y 103, 1997 y 1999. ;Existen infinitos pares de primos gemelos?
No se sabe.

O La conjetura de Goldbach, mencionada por primera vez en una carta de Goldbach
a Euler en 1742, afirma que todo niimero par mayor que 2 es suma de dos nimeros
primos. Por ejemplo 4 = 2+2, 6 = 343, 8 = 3+5, 1000 = 3+997, 10000 = 59 + 9941.
Se conocen muchos resultados parciales, pero la conjetura atin no se ha probado ni
refutado, aunque en los tltimos afos se han hecho muchos anuncios al respecto.

O (Existen infinitos nimeros primos de la forma 2” — 1, con p primo? (Los primos de esta
forma se llaman niimeros primos de Mersenne). ;Existen infinitos nimeros primos
de 1a forma 22" + 1, con n entero no negativo)? (Los primos de esta forma se llaman
nimeros primos de Fermat).

4.9 curiosidades

Cientifico Argenetino Resuelve un problema de mas de 2000 afios

Ingeniero de la Universidad Nacional de Cuyo y con una riquisima experiencia en el campo de
las ciencias exactas, Horacio Retamales logré desentrafiar un enigma numérico practicamente
prehistérico. § Aplicacion?: el mundo secreto de las “passwords”. ;| De qué se trata el problema que
resolvio?

-Se vincula con la Ley de Distribucién de los Niimeros Primos que ha permanecido oculta desde
hace mas de 2000 afios. El hallazgo consiste en explicitar los lugares que ocupan todos los primos en
el conjunto de los nimeros naturales. Ha permitido ubicar intervalos de niimeros sin primos; es decir,
lagunas, e indicar cuantos niimeros contienen, caracterizar ubicacion de primos gemelos y explicitar
mecanismo de generacion de primos a partir de otros menores.

Figura 4.1: HORACIO RETAMALES
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Congruencias

Definicion 4.10
La nocién de congruencia fue introducida por Gauss (1777-1855). Se dice que dos enteros a 'y
b son congruentes médulo m si m|(a — b). En ese caso se escribe a = b( mod m).

Propiedades

Las congruencia médulo m tiene muchas propiedades similares a las de la igualdad, entre ellas la
reflexividad, la simetria y la transitividad:

Q a=a( médm),

Q a=b( médm)=b=a( médm),

Q a=b( médm)yb=c( médm)=a=c( modm).
También se pueden sumar, restar o multiplicar congruencias (del mismo médulo) miembro a miem-
bro:
Sia=b( médm)yc=d( médm) entonces

a+c=b+d( médm),
a—c=b—d( médm),
ac = bd( méd m).

La prueba de todas estas propiedades es inmediata. Por ejemplo la dltima se prueba asi: co-
mo a =b( médm) y ¢ =d( médm) se tiene, por definicién, que p|(a —b) y p|(c —d). Pero
ac—bd =ac—ad+ad —bd = a(c—d)+ (a—Db)d,

por lo tanto p|(ac —bd) y ac = bd( mbd m).

Si med(a,m) = 1 entonces a tiene un inverso multiplicativo médulo m, es decir un nimero s tal que
as = 1( méd m). En efecto, como sa +tm = 1 para ciertos enteros sy 7, resulta sa = 1 —tm = 1(
moéd m). Este inverso multiplicativo es tinico médulo m, ya que si sa = s'a = 1( m6d m) entonces,
como mcd(a,m) = 1, se deduce s = s'( méd m). La existencia del inverso multiplicativo permite
resolver ecuaciones lineales en congruencias del tipo ax = b( mdd m). En efecto, basta multiplicar
la congruencia por s y resulta sax = sb( méd m), o sea x = sb( méd m).

Sim # 0y res el resto de la divisién de a entre m, entonces a = mg+r 'y m|(a—r), es decir que
a=r( médm). Como 0 < r < m podemos

decir que cualquier entero es congruente médulo m con uno de los ndmeros 0,1,....m—1.Siay b
dejan el mismo resto r al dividirlos entre m, entonces a =r = b( méd m) y

por transitividad a = b( mdd m). Reciprocamente, si @ = b( mé6d m) y al dividir a y b entre m se
obtienen restos r y s, respectivamente,

entonces r =a = b =s( moéd m) y por transitividad resulta r = s( méd m), es decir m|(r —s). Pero
como 0 < r,s < mse tiene que 0 < |r—s| < m, y la Gnica posibilidad para que m divida a r —s es



56 Teoria de NUmeros

r—s =20, es decir r = s. En resumen, a = b( méd m) si y sélo si al dividir a y b entre m se obtienen
restos iguales.

Ejemplo 4.4

22011 entre 7.

Calcular el resto de la divisién de
Solucién: Calcular 2%°!! para después efectuar la divisién est4 claramente fuera de nuestro alcance
(al menos con ldpiz y papel). Pero como 23 = 8 = 1( méd 7) se tiene
22011 — 23670+1 — (23)670 )= 1670 Q= 2( méd 7)
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Criterios de divisibilidad

Existen varios criterios de divisibilidad que permiten averiguar rdpidamente si un nimero natural
es divisible entre otros niimeros naturales pequefios. Los mas conocidos afirman que un niimero es
divisible entre:

2 siy s6lo si su tltima cifra es par.

3 siy s6lo si la suma de sus cifras es divisible entre 3.

4 siy s6lo si el nimero formado por sus dos tdltimas cifras es divisible entre 4.
5 siy s6lo si su dltima cifraes 0 6 5.

7 siy s6lo si al quitarle la cifra u de las unidades y restarle 2u al nimero resultante, se obtiene un
multiplo de 7.

8 si y sélo si el nimero formado por sus 3 tdltimas cifras es divisible entre 8.
9 siy solo si la suma de sus cifras es divisible entre 9.

10 si y s6lo si su tltima cifra es 0.

11 si y sdlo si la suma algebraica alternada de sus cifras es multiplo de 11.

13 si y sélo si al quitarle la cifra u de las unidades y sumarle 4u al nimero resultante, se obtiene un
multiplo de 13.

Las pruebas son sencillas usando congruencias. Por ejemplo, como 10 = 1( méd 9) resulta que
10k = 1( mdd 9) y entonces

a, 10" +a, 110" 4 a; - 104+ ay =a, +a,_1+---a; +ag( méd9),

de donde se deducen los criterios de divisibilidad entre 9 y 3.

como 10 = —1( méd 11) resulta que 10%* = 1( méd 11) y 102! = —1( méd 11), de donde
a, 10" +a, 110" 4--.a; - 104-ag = (—1)"a, +--- +az —a; +ap( méd 11),

de donde se deduce el criterio de divisibilidad entre 11.

Tal vez los criterios menos conocidos (y usados) sean los de divisibilidad entre 7 y 13. El criterio del
7 afirma que n = 10a + u es divisible entre 7 si y s6lo si a —2u lo es. Pero si 10a+u =0( méd 7),
multiplicando por -2

resulta —20a —2u = 0( méd 7), es decir a —2u = 0( méd 7) (pues —20 = 1( méd 7)), y recipro-
camente si @ — 2u = 0( mdd 7) multiplicando por 10 resulta

10a —20u = 0( mdd 7), es decir 10a+u = 0( mdd 7). Andlogamente se prueba el criterio del 13.
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Algunos ejemplos:

987654 es divisible entre 2 pero no entre 4.

123456 es divisible entre 3 pero no entre 9.

12345 es divisible entre 5 pero no entre 10.

123456789 es muiltiplo de 9 pero no de 6. 273 es multiplo de 7 pues 27 —2-3 =21 lo es.

917652 es divisible entre 11 pues 9—1+7—-645—2 =11 lo es. Cualquier nimero con una
cantidad par de cifras idénticas es divisible entre 11, ya que la suma alternada de todas ellas es 0.

Funcién ¢ de Euler

Si n es un ndmero natural se define ¢ (n) como la cantidad de nimeros del conjunto {1,2,...,n}
que son coprimos con n. Por ejemplo ¢ (6) = 2 ya que de los nimeros 1, 2, 3, 4, 5 y 6 solamente
1 y 5 son coprimos con 6. Si p es primo y a natural entonces entre 1 y p* solamente los niimeros

1
P,2p,3p,...,p" ! p= p% no son coprimos con p a, es decir que ¢ (p?) = p* — p*~! = p* <1 — )

p
Mis en general se puede probar que si n = p{' p5* - p;*

entonces

oy = (p =) (o —p ) (- pi ) =
_n<1_pl]> <1_plz>...<1_plk>

Teorema de Euler-Fermat

Teorema 4.3

Si mcd(a,n) = 1 entonces a®™ = 1( méd n).

Demostracién. Sean c1,c2, -+ ,Cy(n) 10s elementos de {1,2,---,n} que son coprimos con n y ponga-
mos ac; =gin+r;,parai=1,--- , ¢(n),con 0 < r; < n.

Es claro que los restos r; son todos diferentes, ya que r; = rj = ac; = ac;( médn) = ¢; = cj(

méd n)

(por ser a coprimo con n), absurdo. Ademaés

med(ri,n) = med(ac; —qin,n) = med(ac;,n) = 1. Se concluye que {cl,cz, - ,c¢(n)} = {rl,rg, - ,r¢(n)}.
Pero r; = ac;( mdd n), por lo tanto

C1CY " C(n) = T172 " Tg(n) = Ag(n)C1€2 "~ Cy(ny( mMSd 1), de donde resulta a ¢ (n) = 1( méd n).
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4.14 pequeno Teorema de Fermat

Lema 4.2 Un caso particular importante se presenta cuando n es primo. Observe que si p es
primo entonces ¢ (p) = p — 1, por lo tanto se tiene: Teorema (pequeiio) de Fermat Si p es
primo y pno

a, entonces
a’'=1( méd p)
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Pactico 4 (parte 2)

Problema 4.37 Un nimero se escribe con cien ceros, cien unos y cien doses,en algiin orden. ;Puede
ser un cuadrado perfecto?

Problema 4.38 Pedro multiplicé dos enteros de dos cifras cada uno y codificé los factores y
el producto con letras, usando letras iguales para digitos iguales y letras diferentes para digitos
diferentes. Entonces le mostré al maestro su trabajo: AB-CD = EEFF. Pero el maestro le contesto:
Revisa lo que hiciste,pues cometiste un error. ;Cémo supo eso el maestro?

Problema 4.39 Permutando las cifras del nimero 1223334444555556666667777777 ;podra obte-
nerse un cuadrado perfecto?

Problema 4.40 Sim y n son enteros tales que m?> -+ n> es miltiplo de 3, pruebe que tanto m como
son multiplos de 3.

Problema 4.41 Hallar el menor entero positivo x tal que 21x = 2( mdéd 37).

Problema 4.42 Pruebe el siguiente Criterio general de divisibilidad: Sea n un entero positivo
coprimo con 10. Sea m un inverso multiplicativo de 10 médulo n. Entonces el entero 10a + u (donde
0 < b <9) es divisible entre n si y s6lo si a + mu lo es. Nota: Como casos particulares se tiene que
10a + u es divisible entre 13 si y sélo si a+4u lo es, entre 17 siy s6lo si a — Su lo es, entre 19 siy

s6lo si a+2u lo es.

Problema 4.43 Si x, y, z son enteros tales que x> +y”> = 72, pruebe que al menos uno de ellos es
multiplo de 3.

Problema 4.44 Si tres nlimeros primos mayores que 3 estdn en progresion aritmética, pruebe que
la razén (o diferencia comiin) de la progresién es multiplo de 6.

Problema 4.45 Se tienen 7 niimeros enteros tales que la suma de 6 cualesquiera de ellos es divisible
entre 5. Pruebe que los 7 ndmeros son multiplos de 5.

Problema 4.46 Si x, y, z son enteros tales que X%+ y2 +z%es multiplo de 4, pruebe que tanto x, y, z
son los tres pares.

Problema 4.47 Pruebe que 222233 + 55552222 es divisible entre 7.
Problema 4.48 ;Qué resto se obtiene al dividir 23" entre 177
Problema 4.49 Pruebe que existe n tal que 3" tiene al menos 2011 ceros consecutivos.

Problema 4.50 Pruebe que, dado cualquier natural N, existe n tal que2” tiene al menos N ceros
consecutivos.
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5 — Ecuaciones Diof@pticqs

Generalidades

Estas ecuaciones reciben este nombre en honor a Diofanto , matemdtico que trabajé en
Alejandria a mediados del siglo III a.c. Fue uno de los primeros en introducir la notacién
simboélica en matematicas y escribi6 seis libros sobre problemas en las que consideraba la
representacion de nimeros anterior como suma de cuadrados.

Definicion 5.1
Se llama ecuacion diofantica a cualquier ecuacion algebrdica con coeficientes enteros, ge-
neralmente de varias variables, planteada sobre el conjunto de los ndimeros enteros Z o los
nimeros Naturales N, es decir, se trata de ecuaciones cuyas solucones son niimeros enteros.

Ejemplos:
I. 3x+8y=5
IL x> +y> =27

L x* 4y =7
IV. x> 43> =77
V. X241 =y?
VI x®+y0 4+ 28+ ub +v6 =
VIL x*+yf=nlkk>2,n>1

Veremos como resolver ecuaciones diofdnticas dividiendo en diferentes tipos:
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5.1 Métodos elementales para resolver ecuaciones diofanticas

5.1.1 Ecuaciones Diofanticas lineales con dos incégnitas

Definicién 5.2
Una ecuacidn diofantica es lineal con coeficientes enteros si es de la forma:

ax+by=c

donde a,b,c € Z y que exige soluciones también enteras.

Solucién de una Ecuacion Diofdntica

Veremos un teorema que nos permite saber cuando una ecuacién de este tipo tiene solucién y aporta
un método para calcular una solucién particular de la misma.

Historia

Matemitico griego de la escuela de Alejandria (a.c. 325 a.c.
410). Dejé trece libros de aritmética, de los cuales s6lo los
seis primeros nos han llegado, y otro sobre los Nimeros
angulares. Aunque tom6 como ejemplo para sus métodos
los trabajos de Hiparco, su teoria completamente nueva de
ecuaciones de primer grado y la resolucién que dio a las de
segundo hacen de €l un innovador en este campo.

Sus obras han constituido tema de meditacién de sus contempordneos griegos, y de los drabes,
y, mds tarde, de los gedmetras del renacimiento. El mismo Viete en su obra capital, reproduce

sus proposiciones, aunque sustituye los problemas abstractos por cuestiones de geometria
resolubles por dlgebra.

Solucién Particular

Definicién 5.3 Solucién Particular

Sean a , b y c tres nimeros enteros. La ecuacién lineal ax 4 by = ¢ tiene solucién entera si, y
sOlo si el maximo comun divisor de a y b divide a c.

Demostracion

Sélo si. En efecto, supongamos que los enteros xp € yo son solucion de la ecuacion ax+by = c , es
decir, axo + byy = c. Pues bien, si d = m.c.d.(a,b), entonces

d=m.cd.(a,b) =d|a y d|b = dl|axo+byy = d|c
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Si. Reciprocamente, supongamos que d = m.c.d.(a,b) es divisor de c. Entonces,

ab
.cd.(a,b)=d cd | =,-]=1
m.c.d.(a,b) = m.c <d’d>

b
@Elp,qu:gp—i——q:l

d d
cp cq
Eapd
ad+ p c

siendo 7 entero ya que, por hipétesis, d es divisor de c¢. Ahora bastaria tomar

cp cq
== A =
0 d Y0 d
y tendriamos que
axg+byy=c

es decir los enteros xp e yg son solucion de la ecuacion.

La solucién encontrada se llamara solucién particular del sistema.

y tendriamos que axg + byy = ¢

es decir los enteros xg e yg son solucién de la ecuacion.

La solucién encontrada se llamard solucion particular del sistema.?

Obsérvese que este teorema ademads de asegurar la existencia de solucidn para una ecuacion de este
tipo, ofrece un método para calcularla. El siguiente ejemplo aclarard estas cuestiones.

Ejemplo 5.1
1 Encontrar una solucién para la ecuacién diofantica 525x 4 100y = 50
Solucion:

@ Veamos si existe solucién entera para la ecuacién. Calculamos el maximo comun divisor de 525
y 100 mediante el algoritmo de Euclides.

| 5 | ¢4
525 || 100 || 25
50 o]

es decir, m.c.d.(525,100) = 25

y como 25 divide a 50, el teorema anterior asegura la existencia de solucion entera para la
ecuacion.

@ Calculamos una solucién para la ecuacién. Siguiendo el método indicado en la demostracién
del teorema , hallamos los coeficientes de la com- binacién lineal del maximo comun divisor de
525 y 100. Bastaria seguir el algoritmo de Euclides hacia atrés.
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25=1-525+(—5)100

por tanto, los coeficientes buscados son p =1y g = —5 y segtn el citado teorema una solucién para
la ecuacion seria

_cp _ 9

T d T d

donde c es el término independiente de la ecuacidén y d el mdximo comun divisor de los coeficientes
de x e y. Consecuentemente,

X0 A Yo

50.(—1)
25

50,1

=—10
25

X0 2 AN y=

Solucion General
Solucion General

Sean a , b y c tres nimeros enteros no nulos tales que el médximo comun divisor de a y b
divide a c. Entonces la solucién general de la ecuacion ax + by = c es

b a
= k— A = vy —k—
X =x9+ p Y=o p

donde xg e yg es una solucién particular de la misma y k es cualquier niimero entero.

Demostracion

Sea d el maximo comun divisor de a y b. Por hipétesis d divide a ¢ luego el teorema (solucion
particular ) asegura la existencia de una solucién particular x = xy e y = yg para el sistema. Entonces,

axg+byy=c

Dividiendo ahora ambos miembros de esta ecuacion por el madximo comun divisor de a y b, tendre-
mos,

a b
—X0+ —yo =

c
d d d

. c a b . ) L. PR
Siendo p entero y 713 nimeros enteros primos entre si, luego el maximo comun divisor de ambos

es 1 y como 1 divide a 7" el teorema (solucidn particular) asegura la existencia de una solucién

particular x; , y; para esta ecuacion, luego
a . b c
T2y = =
AT T
Pues
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a b c a b c
— —y0 = — 1 — —y1=—- 2
dXo+d)’0 p 1 A dx1+dy1 p (2)
de (D) y (2):
b
Z(xl_xo)"i‘g()’l_)’O):O
b
g(xl—xo)za()’o—yl)
b a
g’a(xl—XO)

b . a ...
y al ser p primo con 7 dividira a x; — xo , luego

=X = +ké
TRy

b
E‘Xl—XQ@EkGZle—XQ:k'

Sustituimos el valor de x; — xp

b
(g —X0)+3'(Y1 —y0)=0

SHES

b a
k- +3'(y1—y0)20:>7-k+y1—y020

d

U
Ul

a
Y1=XYo p

Veamos, finalmente, que x; e y; es solucién de la ecuacién ax + by = c. En efecto,

b a
ax; + by, —a<x0+k-d> —I—b(yo—l—k-3> -

b
:ax0+a-k-g+byo—b~k~g:axo—i-byo:c

luego,
x=xo+k-

y=Yo—k-

QU S

es solucién de la ecuacién ax + by = c cualquiera que sea k € Z. La llamaremos solucion general de

dicha ecuacion.

En el ejemplo anterior, tenfamos que xo =2 e yg = —10
era una solucién particular para la ecuacién 525x + 100y = 50
luego una solucién general de la misma, sera:



66 Ecuaciones Diofdnticas

100
=24k ——=2+4k
X + 75 =+

525
— 10—k 22 =_10-21
y 0—k- 32 0—21k

siendo k cualquier nimero entero. ?

Ejemplo 5.2

1 Calcular las soluciones enteras de la ecuacién diofantica 66x + 550y = 88

Solucion:

66x+ 550y = 88

@ Veamos si la ecuacién admite solucién entera. Calculamos el mdximo comiin divisor de 66 y
550 por el algoritmo de Euclides.
550 =66-8 +22

66 =223 0

Luego, m.c.d.(66,550) =22
y como 22 divide a 88, término independiente de la ecuacion, por el teorema se sigue que la
ecuacion propuesta admite una solucién particular x =xg , y = yo -

Q Calculamos esta solucién particular.

Volviendo hacia atrds en el algoritmo de Euclides, tendremos

22 = (—8)-66+1-550

luego,
Xo = 882<2_8) =-32
yo= % =4
es una solucién particular de la ecuacion.
@ Calculemos ahora la solucién general.
Segtin lo visto en el teorema si una solucién particular de la misma es xo = —32 e yg = 4,

entonces la solucion general es:

550
=-324+k-— =-32+25k
X + » +

66
—4_ k2 =43k
Y 2

siendo k cualquier nimero entero.
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Ejemplo 5.3
Se queremos cambiar $40 en monedas de 25 centavos y 10 centavos. ;De cudntas maneras

posibles se puede efectuar el cambio?

Solucion:

planteamos la ecuacion
40=0,25-x4+0,10-y

multiplicamos por 100 para dejar la ecuacién con coeficientes enteros.

25-x410-y = 4000

Calculamos el mdximo comun divisor de 25 y 10 por el algoritmo de Euclides.
25 =102 +5

10 45[2 +0

5|4000 entonces tiene solucion

podemos simplificar la ecuacién:
5-x+2-y=2800

Volviendo hacia atras el algoritmo de Euclides.

5-142-(-2)=1

multiplicamos por 800.

5-800+2- (—1600) = 800

xo = 800+ 2k
Yo = —1600 — 5k

Luego tenemos que

Xo = 800+ 2k >0
Yo = —1600— 5k >0

resolviendo las inecuaciones
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—400 <k < =320

En este caso tendremos 81 posibilidades.

Hallar las soluciones enteras para la ecuacion

V) (x—y)+@x+2y—3)y—2(x—7) =x+y+3

Solucion:

=y 4+ 2xy+2y* —3y—2x+ 14 = x> +y* + 2xy+ 6x +6y+9

y simplificando, resulta

8x+9y =5
ahora resovemos la ecuacién difantica, y tiene solucién ya que (8 : 9)|5.
9=8-1+1
8=1-840

Comenzamos a despejar
1=9-8-1

1=8-(-1)49-1
multiplicamos por 5 Y nos queda

5=28-(-5+9:(5)

Solucién particular: ‘xo =-5 ‘y ‘ yo=35 ‘
Solucidén general:

x = —549
y = 5-8k

Ejemplo: si k=1
x = —-549-1=4
y = 5-8:1=-3

Verificamos:

V(@4 =3)4+3)+(2-4+2-(-3)=3)-(-3)—2(4—7)=4—-3+3
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V7+(=1)-(=3)—2(-3) =4

V16 =4

Si verifica. Entonces cualquier par (—5+ 9k;5 — 8k) siendo k € Z satisface la ecuacion.

5.1.3 Método de factorizacion

El método de factorizacidn consiste en expresar una de las partes como un producto y teniendo en
cuenta el otro lado analizando los casos posibles.

Ejemplo 5.5
Halle todos los niimeros naturales n y los niimeros primos p que sean soluciones de la siguiente
ecuacion.
nd+7Tn*+14n+8 = 6p
Solucion:

Fractorizando el primer miembro

w4+ Tn* +14n+8=n’+6n> +n*+6n+8n+8=6p
=n*(n+1)+6nn+1)+8(n+1)
= (n+1)(n*+6n+8)
=(n+1)(n+2)(n+4)

Ademas6p=1-2-3-pyn+4>n+2>n+1>1,donden+1=2,n+2=3,n+4=p;porlo
cualn =1y p=>5;es decir la solucién es (1,5).
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5.1.4 Método de paridad

Tablas de paridad
Par: P impar: |
P|P I
1|1 P
Cuadro 5.1: Tabla de paridad en la suma
P|P P
I|P I
Cuadro 5.2: Tabla de paridad en la multiplicacién
Ejemplo 5.6

(, Existen nimeros enteros n y m que satisfacen la siguiente igualdad?
n* + 16m = 7993
Solucion:
Si el ndmero n fuese par entonces la ecuacion no tiene solucion pues 7993 es impar. Por lo tanto,
si existe una solucidén, necesariamente n = 2k + 1 para un entero k. Entonces reeplazando en la

ecuacion se tiene
(2k+1)? + 16m = 7993
(4K% + 4k 4-1)* + 16m = 7993
16k* + 16k> + 1 4 32k + 8k> + 8k + 16m = 7993
8(2k* + 2% + 4k + K> + k) + 16m = 7992
2(k* + K2+ 213 +-m) + k(k+1) =999
Debido a que k(k+ 1) es el producto de dos nimeros consecutivos, siempre es divisible por 2 y por

lo tanto el ndimero del lado izquierdo es par, mientras que 999 es impar. Esto significa que la ecuac6n
no tiene solucidn.
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5.1.5 Método de los restos

Ejemplo 5.7

1 Pruebe que la ecuacién x> 4+ y? = 2006 no tiene solucién en los enteros.

Solucion:

En primer lugar si los niimeros son pares , entonces la suma de los cuadrados siempre es divisible
por 4(4|4k* = (2k)?); y si uno de ellos es impar, entonces la suma de cuadrados deja resto 1 al
ser dividido por 4(2k +1)> = 4(k* + k) +1 = 1( méd 4). La ecuacién no tendra solucién pues
2006 deja resto 2 al ser dividido por 4. Falta comprobar cuando x e y son impares. Sea x = 2m + 1,
y=2n+ 1(m,n € z) , reemplazando en la ecuacion.

(2m+1)>+ (2n+1)% = 2006
4(m* + m+n*+n) = 2004

m(m+1)+n(n+1) =501

par

Vemos que el lado izquierdo y el derecho son de diferente paridad, de donde se deduce que la
ecuacion no tiene solucién.

El Método de la desigualdad

Este método se utiliza con fracuencia para reducir el conjunto de posibles soluciones, y luego
analizar los posibles casos al conjunto reducido. El método de desigualdad se utiliza a menudo en
combinacién con otros métodos para resolver ecuaciones diofanticas no lineales.

Ejemplo 5.8

1 Hallar todas la soluciones naturales de la ecuacion: a! +b! = ¢!

Solucion:

Es evidente que a < c y b < c. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a < b. De la
ecuacién a! +b! —c! =0

como a! > 0, entonces
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c!' b! b! [c!
=a a~ a <b'1>
~~

b! . . .
para a < b, se tendrd - > 1 con lo cual, la desigualdad no se verifica, y por lo tanto, es necesario

de donde

a
que a = b, de donde

c!
b!

como ¢ > b > 1 no tendria ninguna solucién para ¢ > 2 y la dnica soluciébnes c =2, b = 1.

=2

Entonces @ = 1, y por lo tanto tenemos una tnica solucién que es la terna ordenada (1 ; 1 ; 2).

Ecuaciones diofdnticas Exponenciales

Aunque no existe un tnico método para resolver esto tipos de ecuaciones, veremos a través de
diferentes ejemplos como se describen los diferentes enfoques para resolver una ecuacién dioféntica
exponencial.

Ejemplo 5.9 Método de los factores

Hallar todos nimeros naturales x (si existen) que sean soluciones de la siguiente ecuacion.
4°4+3.2" =88
Solucion:

La ecuacion es equivalente a
2X(254-3) =211

Como 2* 4 3 es impar y 2* es una potencia de 2, entonces se debe tener 2* =23 y 2* +3 = 11.
El tnico ndmero natural que verifica estas dos ecaciones a la vez es x = 3. Por lo tanto, la tnica

solucion es 3.

Ejemplo 5.10

(Existen nimeros naturales x e y que sean soluciones de la siguiente ecuacién?
F-2=1
Solucién:

Analicemos dos casos: cuando x es un nimero impar y cuando x es par.



5.1 Métodos elementales para resolver ecuaciones diofdnticas 73

I) Seax un nimero impar, x =2m+ 1, m € Ny. Entonces

3¢ — 32m+1 — (32)m .3 —=9".3
Como 9 = 1( méd 4) , entonces 9" -3 =3( moéd 4) , de donde
2 =3"—1=2( méd4)

que solo es posible parax =y =1
IT) Sea x un nimero par, x = 2m,m € N. Entonces

W =3"—1=(3"—1)(3"+1)

De donde los factores 3" — 1 y 3" + 1 deben ser potencias de 2. Esto es posible solo cuando
3" —1=2y 3"+ 1 =4, es decir, cuando m = 1, de lel cual x =2 e y = 3. Es decir, la tinica
solucién de la ecuacién dioféntica es (2;3).

5.1.8 Ecuaciones con dos incégnita del tipo x> —y> =«

Dada la ecuacién x> —y? = a con a € Z, se puede escribir como (x+y)(x —y) = a; si hacemos
m=x+yyn=x—ysetendrd m-n=a ; donde m y n deben ser ambos pares o ambos impares,
pues la suma de dos ntimeros y su diferencia son ambas pares o ambos impares. Entonces al resolver

el sistema.
m-+n
- x =
{ Xty " se obtiene m%n
x—y =n y ==
Ejemplo 5.11

1 Resuelva la ecuacién x> — y? = 98

Solucion:

tenemos que n.m = 98 = 2-7°

n =2y m =49, no habria solucién.
n =7y m = 14, no habria solucién.

Esto implica que si a € Z tiene un factor 2 con multiplicidad 1, no puede haber una descomposicién
como se requiere para la ecuacion. Por lo tanto, la ecuacién no tiene solucién.
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5.1.9 Método general para resolver ecuaciones Diofanticas Homogéneas de segundo
grado

Se descomponen en cruz en dos coeficientes de funciones lineales, igualados a — irreducible y que
n

da lugar, con dos fracciones, a dos ecuaciones entre las que se eliminan m y n.

Ejemplo 5.12

Resolver la ecuacién Pitagérica

solucion:

Py =2 R=P

— 2= (z4y)(z—y)

Acomodando se obtiene

z—y X n

X z+y m

nx —=mz—my
mx  nz+ny

— m?z— mzy =n’z+ nzy
2

— (m?> —n?)z = (m?>+n?)y

De donde z = m> +n%, y =m?> —n? , x = 2mn

Hay infinitas soluciones con la libre eleccién de m y n. Ademés (x;y) intercambian sus valores.
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Curiosidades

La ecuacion de Fermat x" + y" = 7"
El Enunciado del udltimo Teorema de

Fermat (1601 - 1665) quedé anotado en el
margen de su ejemplar de la Aritmética
de Diofanto de Alejandria (150a.n.e)
traducida al Latin por Clade Gasper
Bachet (1581 - 1638) publicado en 1621.
Este libro, con las numerosas notas
marginales de Fermat, fué publicado en
1670 por su hijo Clemente Samuel. La
ecuacion x* +y" = 7" no tiene solucién
entera no trivial (es decir distinta de
x=y=z=0)cuandon >3

El enunciado del teorema dice lo siguiente:

para n = 2, las soluciones son ternas Pitdgoricas.

Fermat enunci6 su conjetura en 1637, escribiendo en el margen de su ejemplar de Aritmética
de Diofanto de Alejandria lo siguiente(en Latin):

Es imposible dividir un cubo en suma de otros dos o un bicuadrado en otros dos bicuadra-
dos, en general una potencia superior en dos potencias del mismo grado, he descubierto
una demostracion maravillosa pero en este margen es demaciado estrecho para contener-
la.

Un Matemético aficionado Andrew Beals empresario y poseedor de un banco en Texas ofrece
100 000 Délares USA al que encuentre una demostracion para su conjetura, que sea aceptada
en el mundo académico o para aquel que encuentre un contraejemplo que demestre su falsedad.
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5.2 Practico b

Ejercicio 5.1 Calcular todas las soluciones enteras de la ecuaciones en el caso que sea posible.

1. 10x+13y =2
2. 10x—3y=15
3. 3x—12y=4
4. 125x—30y =20
5. 14x—12y =2
6. 1,2x+0,5=0,15
7. 40x—30y=9

Problema 5.1 Queremos echar 21 litros de gaséleo a un dep6sito usando bidones de 2 y 5 litros.
Responder a las siguientes cuestiones:

a) (Es posible? ;Por qué?

b) En caso afirmativo, dar todas las combinaciones posibles.

Problema 5.2 Hallar el menor nimero de cuatro cifras que dividido por 4, 7y 11 da resto 3, y que
dividido por 13 da resto 1.

Problema 5.3 Los enteros positivos x, y, z cumplen x + 2y = z , x> — 4y?z? = 310.
Halla todos los posibles valores del producto xyz.

Problema 5.4 Una mujer tiene un cesto de manzanas. Haciendo grupos de 3 sobran 2 y haciendo
grupos de 4 sobran 3. Hallar el nimero de manzanas que contiene el cesto sabiendo que estdn entre
100 y 110.

Problema 5.5 Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion 3xy+2y =7

Problema 5.6 Resolver la ecuacién diofantica (x —y)3 - (y—2)* - (z—x)3 = 17.

Problema 5.7 Hallar los x e y tal que x> +y> =2 (x+y).

Problema 5.8 Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion diofantica

3xy+y=7

Problema 5.9 Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion diofantica

2% +xy—3y* =17

Problema 5.10 Hallar todas las soluciones enteras de la ecuacion diofantica

(x=yP 4+ —2°+(z—x)>=35



Problema 5.11 Determine los valores enteros positivos de n para que en nimero n> —4n + 16 sea
el cuadrado de un nimero natural.

Problema 5.12 Hallar todos los niimeros x e y tales que x> + 10y = 1234567
Problema 5.13 ;Existen niimeros enteros m y n que satisface la siguiente igualdad ?
n* + 16m = 7993
Problema 5.14 Hallar todos los niimeros naturales que satisfacen la ecuacion a+ b+ ¢ = abc

Problema 5.15 ;Existen niimeros naturales x e y que sean soluciones de la siguiente ecuacién?
337 = 1944

Problema 5.16 ;Existen niimeros naturales x e y que sean soluciones de la siguiente ecuacién?

5x+2x+1 L3 = 32x+22x

Problema 5.17 ;Existen niimeros naturales x e y que sean soluciones de la siguiente ecuacién?

=3 +7

Problema 5.18 Resolver la ecuacion

P oxy =2

Problema 5.19 Resolver la ecuacion

X2 +xy+ y2
Problema 5.20 Resolver la ecuacion

X —xy=y
Problema 5.21 Resolver la ecuacion

Xyt =57

Problema 5.22 ;Existen niimeros enteros x e y de modo que el resto que se obtiene al dividir x* + y*

por 25 es 3?

Problema 5.23 Hallar los valores de x (si existen) que satisfacen la siguiente ecuacion.

4 4+3.2% = 88
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Capitulo 1
Capitulo 2
Capitulo 3
Capitulo 4
Capitulc

6.1

6.2

Capitulo 1

Soluciones del Capitulo 1

1.1 ~pAg

1.2 ~pA~g

13 ~(pAg)

14 pA~gq

1.5 ~pA~g

1.6 pVg

1.7 ~p—~gq

1.8 pA(gVr)

19 (pAg)Vr

110 p— (~gA~7)

111 p+g

112 p—qg.r— q,entonces (pVr) —gq

113 [(p—= g A(pAr)A(s =~ q)] =~
114 {[~ (pAq) = (rA~s)|A(qg—=~p)} = r
115 {(~pVg)A[g— (rAs)|A~(rAs)} —~p

Capitulo 2

Soluciones del Capitulo 2

a) (AUB)N(C—A)={T,d;1;h; f}

b) (ANC)U(B—A°) ={d;7;6;a;g; f;h;1;e;4;2;b}
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¢) i) BNCUSubc {6}
¢) i)ANC

¢) i) AUB—C

2.53 a)8,b)15,¢) 7.
2.55 a) 20, b) 8, c) 33.

2.56 a)11,b) 12,¢) 8,d) 8.
2.57 a) 15b) 50 ¢) 40
2.58 20

Capitulo 3
Soluciones del Capitulo 3

3.1 Demostracion: Sea p(n) :n+ (n+1)+(n+2) =6q,q € N. Entonces p(1) : | +2+3 =6es
verdadera (¢ = 1.) Hipétesis inductiva : p(k) =k+ (k+1)+ (k+2) = 64q; ,q1 € N es verdadera

Por demostrar p(k+1): (k+ 1)+ (k+2)+ (k+3) = q2, g2 € N es verdadera.

Como (k+ 1)+ (k+2)+ (k+3)=k+ (k+1)+ (k+2)+3 =691 +3=06(q1 + %) ¢ N. Luego p(k)
verdadero no implica p(k + 1) verdadero. Por lo tanto, p(n) :n+ (n+1)+ (n+2) =64, g € N, es
falso. La suma de 3 enteros consecutivos no es necesariamente divisible por 6. Observacion: Es facil
ver quen+ (n+ 1)+ (n+2) = 3(n+ 1), de donde para que sea divisible por 6, necesariamente el
factor (n+ 1) debe ser un nimero impar para cualquier n natural, lo que es falso.

3.2 La férmula no es vélida paran = 1,2,3 Paran =4, se tiene que 24 = 1-2-3-4 >2* =16 es
verdadera.

Supongamos que la desigualdad es vélida parak € N, conk > 4;estoes 1-2-3-4---k > 2k k>4,
Por demostrar que la desigualdad es valida para k + 1, es decirque 1-2-3-4---k- (k+1) > 2K+
k> 4.

En efecto: 1:2-3-4-- k- (k+1)=(1-2-3-4---k)- (k+1) > 2%(k+1) > 2%. 2721 Luego
1-2-3-4---n>2", yporlotantoVn e N,n>41-2-3-4---n>2"

3.3 Demostrar por induccién, que si n es un nimero impar, 7" 4 1 es divisible por 8. Antes de
aplicar induccién conviene hacer un cambio de indices. Sea n = 2’ — 1. Entonces si i = 1,2,3,... se
tiene que n = 1,3,5,... y nuestro enunciado se transforma en: 7%~ es divisible por 8, i € N. Para
i=1,7"+1 =8 es divisible por 8, lo que es una proposicién verdadera. Hipétesis inductiva: 72! + 1
es divisible por 8. Tesis: 72! es divisible por 8. Dado que nuestra tinica informacién es la hipétesis,
debemos hacer que la expresién 7%~! + 1 aparezca en el desarrollo 72! + 1 = 72(7%~1) + 1 =

=77 ) =T+ 1 =TH7 1) - 48

y aqui ambos sumandos son divisibles por 8, luego 8 divide a 7%*! 4 1. Luego resulta que 7" + 1 es
divisible por 8 para todo n impar.
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6.4 Capitulo 4
Soluciones del Capitulo 4

4.1 si es escribimos los ndmeros :
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27,28, ...,,2007,2008,2009
y borramos primero los nimeros impares son de la forma 2k + 1,y nos queda:

2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28, ...,,2008

Luego si borramos los nimeros alternados empezando por 2, son de las forma 2 - (2k+ 1), y nos
queda:

4,8,12,16,20,24,28, - -

Luego si borramos los nimeros alternados empezando por 4, son de la forma 2 - (4k+2), y nos queda:

8,16,24, - --

Luego los nimeros que borraremos en las proximas series seran de la forma:
4ta ->2-(8k+4)

Sta ——->2- (16k+8)

6ta ——->2- (32k+16)

Tta ->2 - (64k+32)

ect....

Luego verificando el nimero 1728 corresponde con la forma 2 - (64k +32) ya que :
2-(64k+32) =1728

parak =13

Por lo tanto, el nimero 1728 se borra en la 7ma vez y en la posicién 13 de la serie.

4.8 Como entre dos nimeros consecutivos uno de ellos siempre es par, entonces n(n+ 1) es par .,y
entre tres nimeros consecutivos uno es multiplo de 3. Entonces n(n+ 1)(n+2) es miltiplo de 6, por
ser multiplo de 2 y 3 simultanemente.

4.3 Debemos probar que n(n+ 1)(n+2)(n+ 3) es multiplo de 6 y 4 simultaneamente, y como ya
vimos en el problema anterior (4.2) el producto de tres niimeros consecutivos siempre es multiplo de
6, ahora deberfamos probar que también es miltiplo de 4.

si n = 2k (par) resulta:

nn+1)(n+2)(n+3) = 2k(2k+1)(2k+2)(2k +3)
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desarrollando y simplificando - - - 16k* 4-48k3 4- 24k 4 12k = 4 - (4k* + 12k> + 6k> 4 3k) = 4q
luego si n es par es miltiplo de 4 y 6 por lo tanto es multiplo de 24.

Sin =2k+ 1 (impar) resulta:

nn+1)(n+2)(n+3)=2k+1)2k+14+1)2k+1+2)(2k+1+3) =

= (2k+1)(2k +2)(2k +3) (2k +4) = 4 - (4k* + 12k> 4+ 6k* + 3k) (2k +4) = 4¢

luego si n es impar es mdltiplo de 4 y 6 por lo tanto para cualquier n es multiplo de 24.

4.8 Para resolver este problema debemos probar que 1+ k? 4 k* se puede descomponer en factores.

1+ 2+ =1+ P+ - =

= (1422 +kH -2 =1+ =k = (1+k* —k) - (1 + k> +k)

listo 1+ k% + k* puede expresarse como producto de factores entonces no es primo y por lo tanto es
compuesto.

4.5 Sin es multiplo de 3 entonces n° +2n = n(n® +2) también lo es. De lo contrario n debe ser de la
forma 3k + 1 0 3k — 1. Pero entonces n? +2 = 9k> + 6k + 3 = 3(3k*> £ 2k + 1) es multiplo de 3.

4.6 Observe que 9m+5n+4(2m+3n) = 17(m+n).

4.7 El nimero de divisores del nimero n = p“ - py®----pr* es (a1 +1)(az + 1) - (ax + 1), que es
impar si y s6lo si todos los a; son pares, lo cual ocurre si y sélo si n es un cuadrado perfecto. Por
Ejemplo: 324 tiene una cantidad de divisores impares ya que 324 = 2%-3* y el niimero de divisores
es 2+1)-(4+1) = 15.

Luego 22-3* =2!.21.32.32 = (2.32)(2-32) = 182 que es cuadrado perfecto.

4.8 Ninguna operacion puede incrementar el exponente de 5 sin hacer lo mismo con el de 3. Eso
descarta (b) y (e). A (d) sélo se puede llegar multiplicando por 2 y elevando luego al cubo, o elevando
al cubo primero y luego multiplicando por 2 tres veces, es decir en 2 o 4 operaciones, y nunca en 5.
Para obtener (c) habria que elevar una tinica vez al cuadrado (por el 52 ), lo cual obliga a realizar
al menos cinco operaciones para obtener 28 | y al menos otra para obtener 3* . Finalmente (a) se
obtiene multiplicando dos veces por 2, multiplicando luego por 3, elevando al cubo y multiplicando
por 5.

4.9 Para que 10A sea un cuadrado perfecto los factores primos 2 y 5 deben aparecer en la descompo-
sicién de A con exponente impar. Para que 6A sea un cubo perfecto los exponentes de los factores
primos 2 y 3 en la descomposicién de A deben ser de la forma 3k + 2. Ademds debe aparecer 5
con exponente multiplo de 3. Como el menor entero impar de la forma 3k + 2 es cinco, A debe ser
divisible entre 2° - 32 - 53 = 36000, y éste es el menor A posible. Es ficil ver que los valores de A que
cumplen la condicién son todos los de la forma 36000, para n natural.

4.10 Hay 9 primos extrafios, a saber 2, 3, 5, 7, 23, 37, 53, 73 y 373.
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4.13 El 19. En realidad ningtin primo p puede aparecer, pues si aparece los dos ntimeros no adyacentes
serfan miltiplos de p, pero como son adyacentes entre si se llega a una contradiccidn. Puede probarse
que cualquier nimero compuesto puede aparecer, pues si p # q son dos factores primosdenyr, sy
t son primos que no dividen a n, la disposicién pr, st, n, rt, gs cumple la condicion del problema.

4.14 Sid es el menor divisor de N mayor que 1, entonces el mayor divisor de N menor que N es 45d
y d - (45d) = 45d* = N. Es claro que d debe ser primo y que sus tinicos valores posibles son 2 y 3.
Luego, sélo hay dos niimeros N posibles: 180 = 45-2% y 405 = 45-32.

4.15 Descomponiendo cada miembro de la igualdad 56a = 65b en producto de factores primos,
se ve que a = 65A y b = 56B para ciertos naturales A y B, y sustituyendo en la igualdad queda
56-65A = 65 -56B, de donde A = B. Por lo tanto a + b = 65A + 56A = 11%A es compuesto.

4.16 Sin =1 se toma cualquier compuesto, si n > 1 entonces por ejemplo (n+1)!+2,(n+1)! +
3,...,(n+1)!+n. Ejemplo: si n = 4 los niimeros compuestos seran

A4+ 11424+ 1)143,...,(4+ 1) +4
5142,4143,31+4
122,123,124

4.17 Como 15n = 5(3n) es multiplo de 5, debe terminar en 5 6 en 0. En este caso debe terminar en 0.
Como 151 = 3(5n) es multiplo de 3, la suma de sus digitos debe ser multiplo de 3 y, por tanto, la
menor cantidad de doses necesarios para obtener un miltiplo de 3 son tres. Ceros, no hace falta més
que el dltimo digito. Luego, el valor mds pequefio para 15n es 2220 = 15- 148 y el menor n posible
es 148.

4.18
x-(y=3)—2y=15

sumando 6 ambos miembros nos queda:
x-(y—=3)—2y+6=15+6
x-(y=3)—-2-(y=3)=21
(x=2)-(y—3)=21

Luego como 21 = 3 -7 tenemos 4 posibilidades:

x=2|y=3| x|y
3 7 5|10

7 3 9|6
21 1 23 | 4
1 21 3|24
4.19 Sin? es un cubo perfecto, entonces también 7z es un cubo perfecto. Los cubos perfectos menores
que 1000 son 1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512 y 729, de los cuales sélo cumplen la condicién 1y 27.
4.20 Si no fuera asf, los tnicos factores primos de B serfan 3 y 7. Pero esto contradice el hecho de
que todos los nimeros de la forma 3" - 7™ tienen la cifra de las decenas par. En efecto, esto es cierto
para 3y 7, y si un nimero tiene la cifra de las decenas par y termina en 1, 3, 7 6 9, al multiplicartlo

por 3 o por 7 seguird teniendo la misma caracteristica, ya que el acarreo desde la columna de la
derecha serd siempre par (0, 2,4 6 6).
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4.21 Sean =>5k+3ypongamos k =4q+r,con0<r <4.Entonces n=>5(4qg+r)+3=20g+5r+3
deja el mismo resto que 5r+ 3 al dividirlo entre 4, y para que ese resto sea 1 debe ser r = 2. Por lo
tanto la respuestaes 5-2+43 = 13.

4.22 Observemos que n > 2 y que se puede escribir 336 = gn + 2. Como 336-6 = 2016 se tiene
2007 =336-6—9 = 6(qn+2) —9 = 6gn+ 3. Ahora bien, n no puede ser 3 (pues 336 entre 3 deja
resto 0 y no 2), es decir que n > 3 y la igualdad 2007 = 6gn + 3 muestra que el resto buscado es 3.

4.23 Fijandonos en los restos al dividir los ndimeros entre 3 (que pueden ser 0, 1 6 2) observamos
que no puede haber dos ceros contiguos, ni un 1 y un 2 contiguos, ni tres restos iguales consecutivos,
ni restos 0, 1 y 2 (en algtin orden) consecutivos. De esto se deduce que debe haber algin O (de lo
contrario habrfa un 1 y un 2 contiguos, o serfan todos unos o todos ceros). Los vecinos de ese 0 deben
ser ambos 1 o ambos 2. En el primer caso, los dos restantes deben ser 1 y 0. En el segundo caso, los
dos restantes deben ser 2 y 0. Es decir que la configuracion ciclica de restos debe ser (1,1,0,1,0) o
(2,2,0,2,0) y dos de los cinco nimeros deben ser multiplos de 3.

4.24 n — 1 debe ser multiplo de 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9, por lo tanto el menor posible cumple

n—1=mem(2,3,4,5,6,7,8,9) = 23.3%2.57 = 2520, y la respuesta es n = 2521.

4.25 Anilogamente n+ 1 = mem(2,3,4,5,6,7,8,9) = 23-32.5.7 = 2520, por lo tanto n = 2519.
2011

4.26 Desde 1 hasta 2011 hay {7J = 287 muiltiplos de 7, por lo tanto el exponente buscado es

al menos 287. Pero los miiltiplos de 7> = 49 contribuyen al menos con dos sietes, por lo tanto se

2011
debe sumar {@J = 41. Del mismo modo hay que sumar un siete por cada multiplo de 7° = 343,

deci 2011
es decir | ——
343

primo p en n! es

J = 5. Larespuesta es entonces 287 +41 + 5 = 333. En general, el exponente de un

BEERER

4.27 el exponente de 5 en 2011! es

2011 |  |2011]  |2011
{ 7 J% e Jﬂ = J:402+80+16+3:501

y el exponente de 2 es obviamente mayor que el de 5, por lo tanto 2011! termina en 501 ceros.

4.28 Observe que 21 = 3-7.La cantidad de factores primos 3 en 2008! es

2008 2008
n= {3J + {9J +--- <2008

. Como 3|21 y 3|2008! resulta que 3|x y la cantidad de factores primos 3 en x*°*® es por 1o menos

2008. Por lo tanto la mayor potencia de 3 que divide al miembro izquierdo es 3" , de donde y = n.
Razonando de manera similar con el 7, y deberia ser igual a la cantidad de factores 7 en 2008!. Pero
eso es imposible, pues ese nimero es claramente menor que 7.

4.29 Si se divide a entre b el cociente es 10000000000010000000000010000 y el resto 9999. Como
obviamente 999999999999 es divisible entre 9999, mcd(a,b) = 9999.

4.30 Se volverdn a encontrar a los mcm(8,9,12) = 72 minutos, o sea , a las 7:12 am.
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4.31 Dado n considere los n+1 ndmeros 1, 11, 111,..., 11..,11n +1unos
N——

n+1 unos . Por el Principio de las casillas debe haber dos de ellos, digamos 11...11 | z h unos y
11..111z kunos, coni ? h<k ?n+l, que dejan el mismo resto al dividirlos entre n. Por lo tanto su
diferencia, es decir 11...11 | z k?h unos 00...00 | z h ceros , es miltiplo de n.

4.15 Como la suma de sus cifras es 300, el niimero es divisible entre 3 pero no entre 9 y por lo tanto
no puede ser un cuadrado perfecto.

4.38 Suponiendo que los nimeros hayan sido correctamente codificados, el resultado EEFF es
multiplo de 11 (pues E — E + F — F = 0). Entonces al menos uno de los factores es multiplo de 11.
Pero los maltiplos de 11 de dos digitos tienen ambas cifras iguales, mientras que los que escribié
Pedro las tienen diferentes.

4.39 No. Cualquier nimero que se obtenga es congruente mddulo 3 con la suma de los digitos, que
es1+2-243-344-44+5.546-6+7-7=1+4+9+16+25+36+7> = 140 =2 (mod 3), pero
los cuadrados s6lo pueden ser congruentes con 0 6 1 médulo 3.

4.40 Como los cuadrados sélo pueden ser congruentes con 0 6 1 médulo 3, m? +n? serd congruente
con 0 médulo 3 sélo cuando lo sean m y n.

4.41 Con el algoritmo de Euclides se halla que 1 = mcd(37,21) =4-37—7-21, por lo tanto -7 es
inverso multiplicativo de 21 (mod 37), de donde x = —7-21x = —7-2 =23 (mod 37) y la solucién
esx=23.

4.15 Un cuadrado no puede ser congruente con 2 médulo 3, ya que si 3|x entonces x> = 0 (méd 3)
y si 3 no div a x entonces x> = 1 (méd 3). Entonces si ni x ni y fuesen miltiplos de 3 se tendria
72 = x* +y* =2 (méd 3), absurdo.

4.47 Como 2222 =317-743,5555=793-7+4y 22220 = 5555 = 1 (mod 7),se tiene

22203955 4 55552222 = 3925645 4 4370642 — 35 1 42 = 259 = O(mod7)

4.48 Como 2!% =1 (mod 17), busquemos el resto de dividir 32°!! entre 16.Como ¢ (16) =2+ 23 =
8 se tiene 32011 = 3251343 = 33 — 27 = 11 (mod 16), por lo tanto 23" =211 = 24.24.23 =
(—=1)(—1)8 = 8 (mod 17).

4.49 Por el Teorema de Euler se tiene que 3¢ = 1 (mod 10%°'2), por lo tanto la cifra de las
unidades de 39(19"") es un 1 y estd precedida de al menos 2011 ceros. La misma prueba se aplica a
cualquier primo p distintode 2 y 5.

4.50 Por el Teorema de Euler 2¢(3) = 1 (mod 5/), es decir que 29(5/)=A-5/ + 1 para cierto natural A.
Multiplicando por 2/ resulta 2005 j=A-10/ 42/, y basta escoger j suficientemente grande para

(102012)

que j supere en N al niimero de cifras de 2/ . Esto siempre es posible pues 2/ tiene LloglOzJJ +1<

1+j-10?y j—1—j-logl0?> = —1+ j-1log10’ se puede hacer tan grande como queramos. Con el j
adecuado, se toma la potencia de 2 de exponente ¢ (5/) + j = 4/ + j. Una demostracién similar se
puede aplicar al caso p = 5.

Capitulo 5
Soluciones del Capitulo 5

51 Dxog=8;yp=—6;x=8+13k;y=—6—10k
D xo=15;y9=45;x=15+3k;y =45+ 10k
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3) no tiene solucién ya que (3:12) no div a 4.
Hxp=4;y=—-16;x=44+6k;y=—16—-25k
Syxo=1;y9=—1;x=1+6k;y=—1-Tk
6)xg=—24;y90=60;x=—-24+5k;y=60—12k
7) no tiene solucion ya que (40:-30) no div a 9.

5.1 a) Es posible ya que (2 : 5)|21.

b) Resolvemos la ecuacién 2x + Sy = 21
x0=42;y9=21;x=—42+5k;y=21—-2k
luegox =—42+5%k >0y y=21—-2k > 0.

Resolviendo nos queda: k = {9,10} , luego: las posibles soluciones son : (x,y) = {(3,3);(8,1)}
Entonces, 3 bidones de 2/ y 5/.
y 8 bidones de 2/ y 1 bidén de 5.

5.2 x=3(mdd 4)
x =3 (méd 7)

x =3 (méd 11)
x=1 (méd 13)

x=3(méd4)= x=4t;+3
x=41+3 =3 (mdd 7)

4t =0 (méd 7)

t1 =0 (mdd 7)

Volviendox =411 +3=4-Ttp +3 =28, +3

28tr+3 =3 (méd 11)
28t =0 (mdd 11)
tr =0 (mod 11)

Volviendo x =28 - 11#3 + 3 = 3083 + 3
x=30813+3

30813 4+3 =1 (méd 13)

308tz = —2 (md6d 13)

3083413 = =2+ 13 (mdd 13)
3083 = 11 (méd 13)

9 =11yaque9-7=11 (mdd 13)
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t3 =7 (mod 13)

t3=13t4+7

Volviendo x = 308 - (13t4 +7) + 3 = 400414 + 2159

Por lo tando el menor nimero es el 2159 cuando #4 = 0.

5.3
(x—2yz)(x+2yz) =310=1-2--5-31

luego los posibles valores de x — 2yz y x4 2yz

x—2yz | x+2yz
+1 +310
+2 +155
+5 +62
+10 +31

Luego observamos que (x — 2yz) - (x+ 2yz) es impar por regla de la paridad. Por lo tanto, No tiene
Solucién entera.

5.4
x=2 (mod3)

x=3 (mod4) (6.1)
x=xp (mod 12)

Aplicamos el terema Chino del resto: x = x¢ (mod 12) ya que (3:4)=1
Resolviendox=2-4-14+3-3-3=35

x=35(mod 12) =x =11 (mod 12)
Luego, x = 12k+ 11 y buscamos £ tal que

100 < 12k+11 < 110

7,41 < k < 8,25

Luegox=12,84+11 =107

La canasta tenia 107 manzanas.
55 y.(3x+2)=7 = y=+ly3x+2=4T7.
La unica solucién es (x,y) = (—3,—1).

5.7

=2 (x+y) -y

rx= (V2 ) —9) (V) +)



Q0 Respuestas

igualando factores x = /2 (x+y) —y(@)  x=/2-(x+y)+y(b)

(a)
x+y=+/2-(x+y)

llamamos u = x+y y nos queda:

U=v2-u
elevamos al cuadrado ambos miembros
w=2u
W —2-u=0
resolviendo u = 0 y u = 2 . Entonces tenemos la solucion trivial x +y =0, 0 sea, x = —y

Reemplazo en la ecuacién original (—y)?>+y*>=2-0 = (x,y)=(0,0)
Parau=2

x? +y? = 4 La soluci6n son los puntos enteros de la circunferencia centrada en el origen de radio 2.

los dnicos posibles valores son: (x,y) = {(2,0);(0,2);(—2,0);(0,—2)}

(b)
x—y=+/2-(x+y)

llamamosu =x+y y v=x—Yynosqueda:

v=vV2-u
elevamos al cuadrado ambos miembros
vV=2-u
V—2-u=0

resolviendo u = 0y u = v = 2. Que son la mismas soluciones ateriores.
59
x-(2x4y)—3y* =17

factorizando

Vi -va) Vi Ve = 17
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como [\ /x(2x+y) — \@y} < [\ /x(2x+y)+ \/§y} , la tinica posibilidad es que
VA -V =1@ [V +VE] =17 0)

sumando (a) y (b) resulta:

2-y/x(2x+y) =18
Simplificando
x(2x+4y) = 81 y como 81 = 3* la pasibilidades son: (x,y) = {(1,81);(3,27)}.
5.10 Como 17 no tiene otra factorizacién posible que 17 = +17-+1-41y 17 no es cubo perfecto,
la ecuacidn no tiene solucidn.

5.11
n—4n+16=x>

n?—4n+4+12=x
(n—2)2+12=x"
(n—2)*=x>—12

Despejando n

n=vx2—1242

2 = x> — 12 ya que el radicando debe ser cuadrado perfecto.

[lamamos u
luego resulta que
-t =12

(x—u)-(x+u)=1-2-2-3

xX—u | x+y
12
6
4

W N =

Luego la Gnica solucién encontrada es x = 4 que verifica.
42 —4.4416=16=47

5.12
10y = 1234567 — x*

para que y sea entero el nimero de la derecha debe ser mdltiplo de 10, o sea, 1234567 — x*> = 0 (mod
10).
7 —x* = 0(mod10)

resolvienndo la ecuacién de cogruencia de orden 2. se llega a la conclusién que no tiene solucién.

Por lo tanto la ecuacidn no tiene solucidn entera.
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5.13 No tiene solucién entera y podemos justificarla de esta manera:

n* + 16m+64m*> — 64m*> = 7993
(n*)* +2-8+ (8m)> — 64m*> = 7993
(n* +8m)* — 64m* = 7993
(n* 4 8m — 8m) - (n* + 8m + 8m) = 7993
n? - (n* + 16m) = 7993

Luego como 7993 es primo. 7993 = 1-7993 y como n 2 < n? + 16m.

Resulta:

n=1 vy n*+16m=7993y se demuestra que no tiene solucién entera.
5.14

5.15
3x2+y—1 _ 3x2+1 — 23 . 35

3x2+1 . (3y—2 _ 1) — 23 X 35

y igualando factores 35 =31 = x241=5
=321 = =372
La solucién es (x,y) = (2,4)
Verificamos
322+4—1 _322+1 — 1944

37 -3 =1944

5.16
5x+2_2x_3x — 32x+22x

3 — (3)6)2 + (2X)2 —D.0%. 3
3 — (3x . 2x>2
5x/2 — 3% _ ¥
Luego por el momento x debe ser necesariamente par (x = 2k)

Entonces 5F = 3% — 22k y para probar que: 5 = 3% — 2% (méd 3)

La tnica posibilidad que esta ecuacion tenga solucién es que k sea par
y 5k = 3% 1 2% =2 (méd 3).
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5.17
-3 =17
factorizando
1 1
(x—=32")(x+327) =7
(x—3)(x+32)=1.7=7
(x=32) =1 () 62)
(x+32) =7 (2 '
sumando (1) y (2).
2x =28
x=4
luego 1
4432Y=17
y=2

La tnica solucion posible es (x,y) = (4,2).

5.23
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